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Las bases del analisis topoldgico para el estudio de los sistemas dindmicos se remontan a las
contribuciones de Henri Poincaré, matematico, fisico y filésofo de la ciencia, cuyos aportes
tienen una enorme vigencia en distintos ambitos de la matematica aplicada. Fue Poincaré
guien advirtié, antes que nadie, el modo fundamental en que las soluciones de un sistema
dindmico dependen de su topologia.

La importancia de estos conceptos para las ciencias del clima, cuya definicién no puede darse
sin una comprension adecuada del comportamiento a largo plazo de un sistema, no deja de
aumentar frente a la emergencia que representa el cambio climatico y el calentamiento global.
El primer paso para explorar las propiedades de sistemas dindmicos como el clima terrestre
consiste en identificar las distintas regiones del espacio de fases en las que evolucionan
asintdticamente las trayectorias denominadas « atractores ».

Se ha demostrado que en un sistema climatico existe la multiestabilidad. Cuando un sistema
dindmico es multiestable, las soluciones para un valor dado de los pardmetros internos
pueden ser atraidas a diferentes regiones en el espacio de fases, para un mismo forzante y un
nivel fijo de didéxido de carbono atmosférico. Esto significa que pueden co-existir varios
atractores de caracteristicas diferentes, y también significa que frente a ciertas
perturbaciones, el sistema podria migrar de un atractor a otro, cambiando radical e
irreversiblemente. Estas crisis enddgenas suelen denominarse tipping points en dindmica del
clima. Un ejemplo de tal cambio en el clima actual es la interrupcién de la circulacién de
retorno en el Océano Atlantico.

Para estudiar el problema de la multiestabilidad en el clima, se utilizan configuraciones
simplificadas en simulaciones numéricas basadas con modelos acoplados de atmdsfera
océano y hielo marino. Una de ellas considera un planeta de las dimensiones de la Tierra pero
totalmente cubierto por agua. La busqueda sistematica de atractores en un acuaplaneta ha
permitido encontrar un numero variable de atractores coexistentes, cada uno de ellos
asociados a un clima diferente, que va desde condiciones de bola de nieve hasta un estado
caliente en el que el hielo marino desaparece por completo.

Estos atractores han sido caracterizados en términos de la circulacién ocednica, el transporte
de calor, la nubosidad y la distribucién de la temperatura del aire en superficie, y estimando
una lista de cantidades globales promediadas y componentes del balance energético para
revelar las retroalimentaciones no lineales dominantes en cada atractor. Estas descripciones
se apoyan en el andlisis de componentes principales y en magnitudes métricas tales como la
dimension instantdnea del atractor, sin examinar, no obstante, su topologia.

La topologia permite describir, identificar y clasificar un atractor segin sus rasgos
estructurales predominantes en el espacio de fases. A diferencia de otros invariantes de un
sistema dinamico, como los exponentes de Lyapunov o las dimensiones fractales, la topologia
permite dar cuenta del modo en que los procesos no lineales se combinan y se articulan para
constituir un tipo determinado de atractor. Diferenciar topolégicamente los atractores



climaticos que coexisten en el espacio de fases, resulta pues de gran interés. Para hacerlo, es
preciso realizar un analisis topoldgico del atractor climdtico, expresado como una nube de
puntos en un espacio multidimensional.

El uso de herramientas de la topologia algebraica ha tenido un éxito sorprendente en el
analisis y reconocimiento de patrones a partir de nubes de puntos. El método de mayor
popularidad se denomina homologias persistentes y tiene numerosas aplicaciones a
problemas cientificos tales como la deteccién de patologias a través del procesamiento de
imagenes en medicina. En ciencias del clima, se ha comenzado a investigar si las homologias
persistentes pueden ser utilizadas para detectar rios atmosféricos, es decir, regiones de la
atmadsfera con intenso transporte de agua integrado verticalmente.

En el campo del andlisis de series temporales, la informacidn sobre patrones cuasi-periddicos
y cambios en la dindmica de un sistema ha sido estudiada analizando las homologias
persistentes de embebidos utilizados para reconstruir el espacio de fases a partir de series
temporales multivariable. Los resultados han demostrado ser utiles, en algunos casos, para
proponer indices topoldgicos que permiten detectar cambios dindmicos en el curso de una
medicion.

La descripcidon topoldgica que se obtiene con las homologias persistentes examina una
multiplicidad de estructuras llamadas complejos celulares, que se construyen a partir de una
Unica nube de puntos haciendo variar un parametro relacionado con la distancia entre los
puntos de la nube, denominado pardmetro de filtrado. Ninguno de estos complejos es
representativo por si solo de la estructura topoldgica de un atractor en el espacio de fases. No
obstante, el conjunto de propiedades topoldgicas de los complejos que persisten a la variacidn
del parametro de filtrado, provee marcadores topoldgicos que describen los rasgos primarios
de la nube de puntos, y en consecuencia, también de un atractor bajo esa forma.

En esta tesis, proponemos estudiar de qué manera es posible construir un Unico complejo
celular simplificado que sintetice los rasgos topolégicos persistentes de la nube de puntos bajo
analisis, con el objeto de disponer de un complejo para cada uno de los atractores coexistentes
para un acuaplaneta acoplado, denominados respectivamente, estado caliente, estado
templado, estado frio y cinturdn de agua. El estudio se apoyara en resultados de simulaciones
numéricas reportados en 2019, utilizando series temporales asociadas a las siguientes
variables escalares: temperatura del aire en superficie, humedad especifica en la superficie,
temperatura de la superficie del mar y precipitacién. Dicho complejo celular, unido a un grafo
gue dé cuenta del flujo sobre las celdas, permitira construir un templex para cada atractor
climatico.

El templex [Charo, Letellier & Sciamarella, Chaos 32, 083108 (2022)] puede verse como una
especie de kirigami dindmico, un "dibujo recortado" hecho de piezas que encastran, teniendo
en cuenta la direccién del flujo en el espacio de fases. Su descubrimiento proporciona un
formalismo matemadtico largamente buscado para describir dinamicas cuya dimensién es
superior a tres, como suele ocurrir con fendmenos reales como los flujos geofisicos.



