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Algoritmos eficientes para problemas de clique
maximo y de conjuntos independiente maximo en
grafos monopolares y grafos unipolares

Se propone en esta tesis, resolver lo mds eficientemente posible los problemas de
clique madximo y conjunto independiente mdximo tanto para la version sin pesos como
para la version pesada (donde los nodos del grafo tienen pesos asignados) en las
siguientes clases de grafos: los grafos monopolares, los grafos unipolares y las clases
de grafos relacionadas con las anteriores (conocidas o nuevas a descubrir). Tanto los
grafos monopolares como los grafos unipolares son grafos polares que a su vez es una
generalizacion de clases de grafos cldsicas de Teoria de Grafos como los grafos
bipartitos y grafos split. Hay una diferencia computacionalmente importante entre los
grafos monopolares y los grafos unipolares donde el problema del reconocimiento de
los primeros es NP-Completo mientras para los segundos existe un algoritmo de
tiempo cubico para reconocerlos. Por ello, seria interesante desarrollar algoritmos
robustos que resuelvan los problemas para los grafos monopolares sin saber que si el
grafo de entrada es monopolar o no. O bien resuelve el problema en cuestion o bien se
da cuenta que el grafo es invdlido y en tal caso, ofrecer una evidencia (certificado).
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Algoritmos eficientes para problemas de
clique maximo y de conjuntos
independiente maximo en grafos
monopolares y grafos unipolares

1 Objetivos

Tanto los grafos monopolares como los grafos unipolares son subclases de
grafos bien conocidas de los grafos polares que a su vez es una generalizacién
super conocida de los grafos split y de los grafos bipartitos. Estas ultimas
dos clases son de las mas clasicas de Teoria de Grafos. Sin embargo, el
problema de reconocer si un grafo es polar (polaridad) y el de reconocer
si un grafo es monopolar (monopolaridad) son ambos NP-Completos. En
cambio, existe un algoritmo de tiempo O(n?) para reconocer si un grafo de
n vértices es unipolar o no. Dado un grafo, el problema de clique maximo
consiste en hallar un subgrafo completo con mayor cantidad de vértices y el
problema de conjunto independiente maximo es encontrar la mayor canti-
dad de vértices que no son adyacentes entre si. Existen versiones pesadas de
estos dos problemas: donde los vértices del grafo tienen pesos asignados y
en lugar de maximizar la cantidad de vértices se pide que la suma de pesos
de los vértices que conforman la solucién sea la mayor posible. Los proble-
mas de optimizacion mencionados son los méas comunes de grafos y tienen
aplicaciones multiples. La propuesta de esta tesis es desarrollar algoritmos
eficientes que resuelven estos problemas tanto para la versiones sin pesos
como para las versiones pesadas (siempre que sea posible) para estas dos
subclases de grafos polares y para las clases de grafos que estan relacionadas
(conocidas o nuevas a descubrir). Para el caso de grafos monopolares, seria
ideal que los algoritmos a desarrollar sean robustos ya que no es posible
reconocer si el grafo de entrada es monopolar en tiempo polinomial y exigir
explicitamente que el grafo de entrada sea monopolar o més ain pedir una
particién monopolar del grafo como entrada es poco practico y muchas veces
imposible computacionalmente. Un algoritmo robusto trata de resolver el
problema atin para instancias no esperadas. En caso de no poder resolver el
problema es porque la instancia es invélida y en este caso estd bueno que el
algoritmo pueda dar una evidencia (certificado) de esta invalidez.

2 Antecedentes y estado del arte

Los grafos polares fueron introducidos y estudiados en 1985 por Tyshke-
vich y Chernyak[7] como una generalizaciéon natural de grafos bipartitos y



grafos split. Un grafo G = (V, E) es polar si sus vértices admiten una par-
ticién polar. Una particion V = A U B es polar si el subgrafo inducido
G[A] es multipartito completo y el subgrafo inducido G[B] es cluster (cada
componente conexa es completo). Claramente, si G es polar también lo es
su complemento G (basta con invertir los roles de A y B). Chernyak y
otros[2] mostraron en 1986 que polaridad es NP-Completo. Posteriormente,
se realizaron multiples estudios sobre polaridad restringiendo a subclases
de grafos: grafos sin tridngulos con grado a lo sumo 3 (NP-Completo[5]),
cografos, grafos cordales, grafos de linea y grafos de permutacién (polino-
miales todas ellas) entre otras. Para el disefio del algoritmo de polaridad
en subclases de grafos es comun utilizar dos subclases de grafos polares: los
grafos monopolares y los grafos unipolares. Un grafo es monopolar (unipo-
lar, respectivamente) si admite una particién polar V= AU B donde A es
un conjunto independiente (induce un subgrafo completo, respectivamente).
En general, se verifica primero si el grafo es unipolar en tiempo polinomial
(O(|V'?) [4]), luego se fija si es monopolar aprovechando algunas propiedades
particulares de la subclase en cuestion y el hecho del grafo no es unipolar
y dejando para el final el caso donde el grafo no es unipolar ni monopo-
lar. Monopolaridad fue probado que es NP-Completo en [6], inclusive para
grafos sin tridngulos con grado a lo sumo 3 [5]. Se crefa que la dificultad de
polaridad radicaba en monopolaridad, la cual fue desaprobada en [3] donde
se mostré monopolaridad es polinomial para los grafos claw-free y polaridad
sigue siendo NP-Completo para esta clase de grafos. El problema de con-
junto independiente maximo es NP-Completo en grafos monopolares y por
lo tanto lo es para grafos polares. Como el complemento de un grafo polar
es polar entonces el problema de clique maximo es NP-Completo para grafos
polares. El problema de maximo clique pesado se puede resolver en tiempo
(O(|V2|E| + |V||E|?) para grafos monopolares [1] (donde se probd que la
cantidad de cliques de un grafo es a lo sumo O(|V|+|E|)). En tanto, para los
grafos unipolares, el problema de conjunto independiente maximo se puede
resolver en tiempo lineal si la particién unipolar es dada como entrada y el
problema de clique maximo se puede resolver en tiempo O(%) nueva-
mente si la particiéon es dada como entrada. En caso de tener solamente el
grafo como entrada, se debe correr primero el algoritmo de reconocimiento
de tiempo O(|V|?) para hallar la particién unipolar. Todos estos algoritmos
fueron presentados en [4]. Las versiones pesadas de estos problemas en esta
clase se puede resolver en tiempo polinomial porque los grafos unipolares
son perfectos. Sin embargo, los algoritmos para grafos perfectos son pocos
eficientes.
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