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MODELOS Y SOLUCIONES PARA LA RESTAURACION DE
IMAGENES FUERA DE FOCO

Los problemas de deconvolucion ciega y semiciega que surgen en el contexto de restauracion
de imagenes fuera de foco pueden ser modelados como problemas de minimos cuadrados no
lineales separables. El método de proyeccién de variables (VarPro) es un método eficiente
para la resolucién de este tipo de problemas, transformando el problema original en un
problema de minimos cuadrados no lineales reducido, que puede ser resuelto mediante el
método de Gauss-Newton.

En este trabajo proponemos extender el método VarPro para resolver problemas de
minimos cuadrados no lineales separables con regularizaciéon Tikhonov en forma general,
para abordar el problema de deconvolucién semiciega. Introducimos términos regularizan-
tes sobre los parametros del operador de desenfoque e investigamos distintas variantes del
método cuando se utilizan diferentes aproximaciones de la matriz Jacobiana. Estudiamos
los casos especiales en los que existe una descomposicién espectral conjunta de operadores
directos y de regularizacién, proporcionando métodos eficientes para calcular los Jacobia-
nos y la solucién de los subproblemas lineales. Presentamos un andlisis de convergencia
local del método bajo hipétesis de diferenciabilidad y continuidad Lipschitz de los operado-
res involucrados, demostrando que bajo condiciones adecuadas el método puede alcanzar
tasas de convergencia superlineales e incluso cuadraticas. Para los casos donde la demanda
computacional para calcular Jacobianos y residuos en el método quasi-Newton se vuelve
muy compleja se pueden utilizar métodos iterativos, especificamente LSQR, para calcular
Jacobianos y residuos aproximados.

Esta tesis analiza el impacto de anadir estos nuevos términos regularizantes, asi como
las aproximaciones en el método de proyeccién de variables. Presentamos experimentos
numeéricos donde aplicamos los métodos propuestos para resolver problemas de deconvolu-
cién semiciega, con el fin de ilustrar y confirmar nuestros resultados tedricos y la eficacia
del método.

Palabras claves: Método de proyeccion de variables, Regularizacién de Tikhonov, De-
convolucién semiciega, Descomposiciones espectrales, Problemas inversos, LSQR.



MODELS AND SOLUTIONS FOR RESTORING OUT-OF-FOCUS
IMAGES

Blind and semi-blind deconvolution problems arising in the context of out-of-focus image
restoration can be modeled as separable nonlinear least squares problems. The variable
projection method (VarPro) is an efficient method for solving this type of problems, trans-
forming the original problem into a reduced nonlinear least squares problem, which can
be solved using the Gauss-Newton method.

In this work, we propose to extend the VarPro method to solve separable nonlinear least
squares problems with general-form Tikhonov regularization, to address the semi-blind de-
convolution problem. We introduce regularization terms on the parameters of the blurring
operator and investigate different variants of the method when different approximations
of the Jacobian matrix are used. We study the special cases in which a joint spectral
decomposition of direct and regularization operators exists, providing efficient methods
for calculating the Jacobians and solving the linear subproblems. We present a local con-
vergence analysis of the method under the assumptions of Lipschitz differentiability and
continuity of the operators involved, demonstrating that under appropriate conditions,
the method can achieve superlinear and even quadratic convergence rates. For cases where
the computational demand for calculating Jacobians and residuals in the quasi-Newton
method becomes very challenging, iterative methods, specifically LSQR, can be used as
internal solvers to calculate Jacobians and approximate residuals.

This thesis analyzes the impact of adding these new regularization terms, as well as the
approximations in the variable projection method. Numerical experiments are presented
in which we apply the proposed methods to solve semi-blind deconvolution problems, to
illustrate and confirm our theoretical results and the effectiveness of the method.

Keywords: Variable projection method, Tikhonov regularization, Semi-blind deconvolu-
tion, Spectral decompositions, Inverse problems, LSQR.
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“I myself know mnothing, except just a little—
enough to extract an argument from another man who is wise and to receive it fairly.”

— Plato, Theaetetus 161b
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1. INTRODUCCION

1.1. Motivacion

El problema de la restauracién de imagenes aparece en diversas aplicaciones, tales como reco-
nocimiento de patrones, visién por computadora e inteligencia artificial. En muchos casos, como
puede ser en el de imdgenes médicas (tomografias computadas, resonancias magnéticas, etc.), se
tiene solo una cantidad limitada de oportunidades para capturar una imagen. En estos casos, es
necesario poder extraer informacién significativa a partir de las imagenes ruidosas obtenidas du-
rante el proceso de adquisicién de datos [1]. Si bien el proceso de desenfoque puede modelarse
eficazmente mediante un proceso lineal, el reenfoque (enfocar imdgenes desenfocadas) no es tan
simple como invertir dicho proceso lineal y muchas veces produce resultados erréneos. El proceso
de reenfocar pertenece a una clase de problemas importantes conocidos como problemas discretos
mal planteados (ill-posed) [12].

Las imagenes digitales pueden ser representadas por matrices de pixeles, que denotamos con
X, donde cada pixel tiene asociada una posicién en la matriz con un valor que indica la intensidad
de la luz. Para facilitar su manipulacion matematica y computacional, estas matrices pueden
reformularse como vectores x, apilando las columnas de X una encima de la otra. Suponiendo
que el desenfoque es espacialmente invariante, es decir, que es igual en todas las regiones de la
imagen, éste se puede modelar mediante una operacién de convolucién entre la imagen original y
una funcién de dispersién del punto (PSF, por sus siglas en inglés), que describe cémo un punto de
luz se distribuye en la imagen [1, 14]. En términos matriciales, este proceso puede escribirse como
un sistema lineal de la forma

Ax ~ b, (1.1)

donde A representa la transformacién inducida por la PSF, también referida como operador de
desenfoque, x es la imagen original vectorizada y b es la imagen desenfocada observada. El reenfo-
que se refiere al proceso de intentar obtener la imagen x original a partir de b. En la préctica, este
problema es tipicamente mal condicionado y afectado por ruido, lo que dificulta la recuperacién
de x. La deconvolucién busca invertir este proceso para recuperar x a partir de b. Cuando A es
desconocida o solo parcialmente conocida, se habla de deconvolucién ciega o semiciega, respecti-
vamente.

El problema de deconvolucién semiciega es especialmente complejo porque implica estimar si-
multaneamente la imagen original y ciertos pardmetros del operador de desenfoque. Este problema
se puede abordar mediante técnicas avanzadas de optimizacién no lineal, que buscan las mejores
estimaciones para minimizar el error en la reconstruccién de la imagen. Uno de los métodos més
avanzados para tratar la deconvolucién semiciega es el método de proyeccién de variables (Variable
Projection Method) [8]. Este método descompone el problema en dos subproblemas més maneja-
bles: uno lineal y otro no lineal. Alternando entre la resolucién de estos subproblemas, se pueden
obtener soluciones mas precisas y robustas.

Como mencionamos al comienzo, invertir la ecuacién (1.1) para obtener la solucién x no da
los resultados adecuados. En esta tesis vamos a considerar un método estandar para resolver
el problema de deconvoluciéon semiciega, el método de minimos cuadrados con regularizacién de
Tikhonov en forma general [11, 12, 13]. El método de Tikhonov consiste en resolver el problema
de minimizacién

o1 s AN 2
min < | Ax — b + - |Lx]3, (12)

donde A\ > 0 se llama parametro de regularizacién y L es una matriz de regularizacion en x.
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1.2. Formulacién general y trabajos previos
Consideramos el problema discreto mal planteado de la forma
A(Y) x~ b =Dbyu +€ con A(Ytrue) Xtrue = Dirue;

donde x4 € R™ es la imagen original que queremos recuperar, bw. € R™ denota el vector
desconocido sin errores asociado con los datos disponibles y ¢ € R™ es un vector desconocido
que representa el ruido o errores en b. La matriz A(y) € R™*™ con m > n modela un operador
directo y estd tipicamente muy mal condicionada. Esta situacién puede deberse, por ejemplo, a
que sus valores singulares se concentran en el origen, o bien a que la matriz presenta un rango
numeérico deficiente. Este ultimo caso ocurre cuando, a pesar de tener rango completo en sentido
tedrico, la matriz posee valores singulares cuya magnitud es menor que la precision de maquina ¢,
haciendo que en la practica se los considere como si fuesen cero. En este trabajo asumimos que A
es desconocida, pero puede parametrizarse mediante un vector y € R" con r < n de tal manera
que la funcién y — A(y) sea diferenciable. Estos problemas, donde las observaciones dependen no
linealmente de los pardmetros desconocidos y, y linealmente de la solucién buscada x, se denominan
problemas inversos no lineales separables. Nuestro objetivo es calcular buenas aproximaciones de
Xtrue € Yirue, dado un vector de datos b y una matriz A de m x n. Se obtiene entonces la siguiente
reformulacién del problema (1.2)

, 1 A2
min - [|A(y)x — bl|3 + [ Lx||3. (1.3)
xy 2 2
Asumimos que el problema (1.3) tiene solucién (x*,y*) en un conjunto abierto de R"*". Ademsés,
asumimos que L € R?7*"™ verifica que

N(A(y)) N N(L) = {0}

para todos los valores de y en el dominio considerado, donde N (M) denota el nticleo de la matriz
M, de modo que el problema de minimizacién (1.3) tiene una solucién tnica para y fijo [1].

Esta tesis se enfoca en utilizar y extender el método VarPro [8], el cual fue introducido para re-
solver problemas de minimos cuadrados no lineales separables no regularizados, es decir, problemas
de la forma

L1
min = | A(y)x — b3 (1.4)
xy 2

VarPro es un método eficiente cuya idea principal es eliminar la variable lineal x, resolvien-
do un problema de minimos cuadrados lineales para cada variable no lineal y. Asumiendo que
A(y) es de rango completo, entonces podemos escribir x = x(y) = A(y)'b, donde A(y)! =
(A(y)TA(y))f1 A(y)T es la pseudo-inversa de Moore-Penrose de A(y). El funcional a minimizar
se reduce a un funcional que solamente depende de la variable y, obteniendo asi el problema de
minimizacion 1

min 2| A(¥)A()'b - I, (15)
En [8] se demostré que este problema tiene la misma solucién que (1.4). El problema de mini-
mizacién reducido, el cual es un problema de minimos cuadrados no lineales, se puede resolver
mediante el método de Gauss-Newton (GN). Si para cada y, escribimos Pi(y) =1-A(y)A(y)f,
el proyector ortogonal sobre el complemento ortogonal del espacio columna de A(y), entonces el
problema reducido (1.5) se puede reescribir como miny, | — Pi(y)bH%. Para resolverlo mediante

el método de GN, en [8] se proporciona una expresién analitica de la derivada de Fréchet de Pi-(y)
con respecto a la variable y

DPAy) = ~Phw) DAK) AW — (Phy) DAK) AW - (1.6)
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En [15], Kaufman sugirié que el segundo término de (1.6) podria descartarse para acelerar el
calculo de la matriz Jacobiana si el residuo Pi(y)b es pequeno. Por lo tanto, la matriz Jacobia-
na podria aproximarse utilizando solo el primer término de la expresién (1.6). En [23], Ruano et
al. propusieron otra expresién para la matriz Jacobiana, utilizando D(A(y))A(y)', para la opti-
mizacion de problemas no lineales separables que surgen en problemas de aprendizaje mediante
redes neuronales. Un resumen del método VarPro, sus variantes y aplicaciones, se puede encontrar
en [10], y aplicaciones més recientes de VarPro se pueden encontrar en [4, 18, 22]. En [10], Golub
y Pereyra revisaron los desarrollos y aplicaciones de VarPro para resolver problemas de minimos
cuadrados no lineales separables con una combinacién lineal de funciones no lineales como modelo
subyacente. Para esta misma familia de problemas, O’Leary y Rust presentaron una implementa-
cién mas robusta de VarPro y calcularon la matriz Jacobiana con mayor eficiencia, demostrando
que se requieren menos iteraciones para converger si se considera la matriz Jacobiana completa [20].
Varios trabajos han demostrado computacionalmente y tedricamente que separar la variable lineal
x de la variable no lineal y, como propone VarPro, acelera la convergencia de los métodos iterativos
para resolver (1.4) (véase [9, 15, 24] para un anélisis mas detallado).

Para problemas de la forma (1.3), elecciones tipicas de L incluyen la matriz identidad, opera-
dores discretos de primera o segunda derivada, o alguna otra transformada discreta, por ejemplo,
transformada wavelet discreta o transformada discreta de Fourier (DFT, por sus siglas en inglés).
Si L = I, decimos que (1.3) estd en forma estdndar. De lo contrario, decimos que estd en forma
general. En este tltimo caso, el problema puede transformarse a la forma estdndar [12].

El uso de VarPro para resolver problemas de minimos cuadrados no lineales separables regula-
rizados de la forma (1.3) fue introducido por primera vez en [3], para el caso donde L es la matriz
identidad. Los autores presentaron un método eficiente que utiliza un enfoque hibrido de subespa-
cio de Krylov para superar el alto costo computacional de resolver (1.3) para problemas inversos de
gran escala y lo aplicaron a problemas de deconvolucién semiciega. En [7], los autores modificaron
el enfoque de [3] incorporando un método de Krylov inexacto para resolver el subproblema lineal.

En [6], VarPro se extendié para resolver (1.3) para matrices de regularizacién generales L. Esta
nueva versiéon se denominé GenVarPro. Ese trabajo también incluyd expresiones para calcular el
Jacobiano y las aproximaciones dadas por Kaufman y por Ruano, Jones y Fleming, utilizando la
descomposicién en valores singulares generalizada y la descomposicion espectral conjunta de opera-
dores directos y de regularizacién cuando estan disponibles o son factibles. Para problemas inversos
a gran escala, se emplearon métodos iterativos basados en proyecciones y métodos generalizados del
subespacio de Krylov para resolver los subproblemas lineales necesarios para aproximar Jacobia~
nos y residuos. Se incluyeron ejemplos numeéricos, en el contexto de problemas de imagenes a gran
escala, como la correccién de desenfoque semiciega, que demostraron la eficacia de GenVarPro.

En [5] se desarrollé un método eficiente para resolver problemas inversos no lineales separables
a gran escala con regularizacién de Tikhonov, donde la matriz del sistema es demasiado grande
para almacenarse explicitamente y solo se pueden realizar multiplicaciones de matrices-vectores
con A y posiblemente AT. Aprovechando métodos iterativos como LSQR (ver Seccién 2.1.2),
que sélo requieren multiplicaciones matriz-vector, se propuso la versién Inexact-GenVarPro. Este
método incorpora aproximaciones del Jacobiano y del residuo mediante soluciones iterativas de
x, manteniendo fijo el parametro de regularizacién. Se asumié ademds que el tamano r de y €
R" es pequeno. Se realizé un andlisis riguroso de la convergencia local que valida la eficacia de
esta aproximacién, demostrando su aplicabilidad, por ejemplo, en problemas de deconvolucién
semiciega. En el trabajo se probd que partiendo de un punto inicial y cercano al minimo y* del
problema original, se puede elegir una sucesién de tolerancias {e(k)}kzl como criterio de parada
de LSQR, de manera que la sucesién {y(k)}kzl generada por el algoritmo Inexact-GenVarPro
converja a y*. Este avance mejora la viabilidad computacional para problemas de gran dimensién,
diferenciandose de otros enfoques que requieren factorizaciones o ajustes iterativos del pardmetro
de regularizacién. El andlisis realizado en [5] no se aplica a los métodos propuestos en [15] o [24],
donde se utilizan diferentes Jacobianos aproximados; ni tampoco se aplica a la convergencia de
los métodos de [3, 6, 7], ya que en estos métodos el pardmetro de regularizacién se elige en cada
iteracién.
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1.3. Objetivos

En esta tesis nos proponemos extender los método de proyecciéon de variables GenVarPro e
Inexact-GenVarPro para resolver problemas de deconvolucién semiciega de imagenes desenfoca-
das, incorporando términos de regularizacion sobre los pardametros del operador de desenfoque. El
modelo considerado es un problema de minimos cuadrados no lineales separables con regularizacion
de Tikhonov en forma general:

L1 A2
min 3 [A(y)x - bl + 5 ILx + R(y). (1.7)

donde R(y) representa un término regularizante sobre los pardmetros del desenfoque. En particular,
vamos a estudiar los casos R(y) = p?||y —yol|3, con yo un valor cercano a la solucién yi,, buscada,
y R(y) = pr? log(y;), con'y = (y1,...,yr). Los valores 1 y (ft1,...,ftr) son pardmetros de
regularizacién que se eligen en funcién del problema, y cuya finalidad es balancear los distintos
términos en la expresién (1.7), evitando sesgos y asegurando que ninguna norma tenga un peso
desproporcionado respecto de las demas. Esta extensién permitird mejorar la precisién y estabilidad
de las estimaciones del operador de desenfoque, especialmente en presencia de ruido y otros factores
perturbadores. Al incorporar estos términos regularizantes, buscamos desarrollar un enfoque més
robusto y efectivo para la restauracién de imagenes desenfocadas, contribuyendo asi al avance en
las técnicas de procesamiento de imégenes y resolucion de problemas inversos.

Vamos a desarrollar distintas variantes del método VarPro extendido utilizando la expresion del
Jacobiano introducida por Golub-Pereyra [8] y las aproximaciones del Jacobiano introducidas por
Kaufman [15] y Ruano et al. [23], y estudiar casos especiales en los que los operadores de desenfoque
y regularizacién admiten una descomposicién espectral conjunta [14], lo que permite implementar
algoritmos altamente eficientes mediante transformadas rapidas de Fourier. Al identificar y utilizar
estas caracteristicas, podemos optimizar el procesamiento y mejorar significativamente la eficiencia
computacional de los algoritmos de deconvolucién. Para escenarios donde el computo exacto del
Jacobiano resulta costoso, se propone una extensién de Inexact-GenVarPro [5].

Realizamos un analisis de convergencia local del método bajo hipédtesis sobre los operadores
involucrados, mostrando que, bajo ciertas condiciones, se puede alcanzar convergencia superlineal e
incluso cuadritica (para una definicién precisa de estos tipos de convergencia, véase la Seccién 2.2).
Finalmente, se presentan experimentos numeéricos que validan los resultados teéricos, ilustrando
la eficacia de los métodos propuestos en problemas reales de deconvolucién semiciega. Estos ex-
perimentos demuestran que la incorporacién de regularizaciéon en los parametros del desenfoque
mejora notablemente la calidad de las soluciones reconstruidas, el calculo de los parametros del
operador de desenfoque, al tiempo que mantiene una eficiencia computacional adecuada.

1.4. Estructura de la tesis

Esta tesis se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se presenta el desarrollo tedérico
del trabajo: se introduce una extensién del método de proyeccién de variables existente, se establece
un resultado de convergencia local y se definen los términos de regularizacién que se utilizaran en
los experimentos numeéricos. El Capitulo 3 estd dedicado a la representacion y la implementacién
eficiente de matrices que surgen en problemas de desenfoque de imagenes, destacando estructuras
que permiten acelerar los cédlculos. En el Capitulo 4 se llevan a cabo experimentos numeéricos
que permiten validar los resultados tedricos y evaluar la efectividad de las distintas variantes
del método propuestas en el Capitulo 2. Finalmente, el Capitulo 5 presenta una sintesis de los
resultados obtenidos y propone posibles lineas de investigacién futura orientadas a continuar el
desarrollo y la aplicaciéon de los métodos estudiados.



2. DESARROLLO TEORICO

2.1. Meétodo de proyecciéon de variables para problemas regularizados

Queremos resolver problemas de minimos cuadrados no lineales separables regularizados de la
forma
o1 s N 2
min o [[A(y)x —b|; + = [[Lx[|z + R(y), (2.1)
xy 2 2
donde x e R", b e R™ A(y) e R™* " conm >n,y € R" con r < ny L € R¥*"™. Asumimos que
el problema tiene solucién (x*,y*) en un conjunto abierto de R™*".

La idea principal detrds de VarPro [8] consiste en eliminar la variable x de la formulacién del
problema original y proporcionar un funcional reducido para minimizar solo con respecto a y. Es
decir, para resolver el problema (2.1), para cada y en un conjunto abierto @ C R" que contiene la
solucién y*, obtenemos la solucién x(y) del problema de minimizacién

min F(x,y) = m,jn% H {A/\(Iﬂ T m

2

+R(y), (2.2)

y luego minimizamos el funcional ¢(y) = F(x(y),y).

Bajo la hipdtesis N (A(y)) NN (L) = {0}, la matriz {A}\(g)} tiene rango maximo, y entonces

x(y) = arg min 3 H [AA(K)] . m

Como el término R(y) no depende de x, no influye en la minimizacién respecto a x, y, por lo tanto,
puede omitirse en la expresién para calcular el argumento minimo. Luego

x(y) = arginin% H [AA(E')] . [g]

para un y fijo
2

+ R(y).
2

’ (2.3)

2

y obtenemos una solucién cerrada explicita de la forma

t
_|A(y)| |b

que puede ser utilizada para reescribir el problema no lineal con respecto a la variable y, obteniendo

el problema de minimizacién reducido

, , 1
min (y) = min 5 I£(y)]13 + R(y), (2.4)

donde f : R" — R™%4 se define como

)
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’Pé(y) =I- K(}’)K(Y)T-
Luego tenemos que f(y) = —’Pﬁ(y)d.

El siguiente resultado muestra que la formulacién que obtenemos a partir de usar el método
de proyeccion de variables nos permite resolver el problema de minimizacién original. La demos-
tracién se basa en la presentada en [8] para el caso no regularizado, adaptada aqui al contexto con
regularizacién en y.

Teorema 1. Supongamos que N (A(y)) NN (L) = {0} para todo y en un dominio abierto Q C R”
y que el operador y — A(y) es diferenciable en Q. Sean F(x,y) = 1 |[K(y)x — d|3 + R(y) y
o(y) = 3 If(¥)lI3 + R(y). Entonces valen los siguientes resultados:

(1) Si (x*,y*) es un minimo global de F(x,y) en R" x Q, entonces x* = K(y*)'d e y* es un
minimo global de p(y) en .

(2) Siy* es un punto critico (resp. un minimo global) de ¢(y) en Q y x* = K(y*)td, entonces
(x*,¥*) es un punto critico (resp. un minimo global) de F(x,y) en R™ x Q.

Demostracién. Para todo y € 2, como vale N(A(y)) NNV (L) = {0}, tenemos que

K(y)'d = argmin [|K(y)x — d|[3.
Esto implica que, para y € 2, vale la siguiente desigualdad para todo x € R™:
1 1
p(y) = S IKy)K(y)'d - ds + R(y) < 5lIK(y)x - d§ + R(y) = F(x,y), (2.7)

y la desigualdad es estricta para x # K(y)'d.
(1) Supongamos que (x*,y*) es un minimo global de F(x,y) en R™ x Q. Por la desigualdad de
recién, ¢(y*) < F(x*,y*). Ahora, si x° = K(y*)'d, de la definicién de ¢ y como (x*,y*) es un
minimo global de F(x,y), tenemos que ¢(y*) = F(x°,y*) > F(x*,y*). Entonces, vale la igualdad
o(y*) = F(x*,¥*), y en consecuencia, x* = K(y*)'d.

Luego, para cada yo € €, si xg = K(yo)'d, tenemos que ¢(yo) = F(x0,y0) > F(x*,y*) =
©(y*), lo que implica que y* es un minimo global de ¢(y) en Q.
(2) Sea y* € Q un punto critico de ¢(y) y x* = K(y*)'d. Para poder mostrar que (x*,y*) es un
punto critico de F, debemos calcular el gradiente VF(x*,y*). Primero notar que,

vx‘F(X*7y*) = K(y*)T(K<y*)X* - d) = _K(y*)TPé(y*)d =0.

Ahora, para j=1,...,r,

:
ey = (%) (Kiyx - )+ g )

Usando que x* = K(y*)'d, obtenemos

oF
dy;

K
Jy;

]
(xty*)(K(y*)*d)T( <y*>) <P§(y*)d>+§;<y*>. (2.8)

Por otro lado,

doly)  (Of(y)\' IR(y)
Jy; B ( 5Yj> f) + dy;
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La j-ésima columna de J¢ : R” — R(™T9X" 13 matriz Jacobiana de f, se puede calcular de la
siguiente manera [6]:

of(y)
5yj

(= 7’K(y)d) aij (Ky)K(y)'d) = % (K@K(y)')d

0
o j

Escribiendo K(y)" = (K(y)TK(y))’lK(y)T, aplicando la regla del producto, y usando que para

M(y)~! M
una matriz inversible M(y) vale M)~ _ _M(Y)laay(y)
J

M(y)~!, obtenemos que
9y

K (y)f

By, = (K(y)"K(y))™

Luego, siguiendo [6] obtenemos que la j-ésima columna de J¢ estd dada por

of(y) _ (9K(y) 3K( ) IK(y)
By, < By, K(y) +K(y) ((K( ) TK(y)) ! Py — K 5y K(y)T>)d
= <7’é(y> ag{;j’)K(y) (PK(y) OKly )d
= Piy) 8?;? K(y)'d+ (Pé(y ag;j )K(y)f) d. (2.9)
Entonces,
.
e () o B )

—d’ (PK(y)aI;( )K(y)f) Pic(yd + 87;;])

ya que K(y)TPé(y) = 0. Distribuyendo la transpuesta en el primer término, y usando que (Pé ) )T =

PIJE(y) y (Pﬁ(y))z = Pé(y) obtenemos que,

:
2V —a" k) (L) Piy) Pk + T
- —(K(y)'a)’ (ag‘}f”) Pityd + 0. (2.10)

De (2.8) y (2.10), como y* es un punto critico de ¢(y), se sigue que

OF (x*,y) = dp

) =0
oy, ")

Concluimos que VF(x*,y*) = 0, esto es, (x*,y*) es un punto critico de F.

Si y* es un minimo global de ¢(y) en 2, para (x9,yo) € R™ x Q, usando la desigualdad (2.7)
deducimos que F(x0,y0) > ¢(yo) > ¢(y*) = F(x*,y*). Entonces (x*,y*) es un minimo global de
F(x,y)enR" x Q. m
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2.1.1. GenVarPro Regularizado

Para resolver (2.4) vamos a desarrollar un método quasi-Newton [19]. Estos métodos iterativos

ofrecen una alternativa eficiente al método de Newton al evitar el calculo explicito del Hessiano.

Para minimizar la funcién ¢(y) = 1[/f(y)||3 + R(y) proponemos, en lugar del calculo explicito del

Hessiano V2¢(y™*)) en cada iteracién k, construir una matriz H(y*)) que lo aproxima. Luego,
tenemos que las iteraciones del método quasi-Newton estan determinadas por

yFHD) =y 4 () —0,1,2, ...,
donde s es solucién de

(I Ity ®) + VR M) )s® = — (I (y)Ey D)+ TRED)), (211

con

Vo(y) =J¢ (y)f(y) + VR(y),

y en el que usamos la siguiente aproximacién del Hessiano V2¢(y):
V2e(y) = Jf (y)Je(y) + V2R(y) := H(y). (2.12)

En la demostracién del Teorema 1 calculamos Jg : R” — R(™TOX" 15 matriz Jacobiana de
f (2.9). La j-ésima columna de J¢ estd dada entonces por

) o OKE) ( | OK(y) T)T
=P K(y)ld+ (Pg,, S K d
=: Aj + Bj. (213)

Usando que (PIJE(Y))T = Pé(y) y Pé(y)d = —f(y) obtenemos que

IK(y)
8yj

k') d=- (k) B k) .14

B, = <7’§(y>

En [15], se sugiere ignorar el segundo término B, de (2.13) cuando el residuo f(y) es pequeno. Es
decir, podemos aproximar el Jacobiano utilizando

of(y)
(9yj

~ A

g

Esto se justifica porque el término B; es proporcional al residuo, como se ve en (2.14), por lo que
su contribucién disminuye al mejorar el ajuste. Ademads, omitirlo reduce significativamente el costo
computacional sin afectar de manera importante la precisiéon o la convergencia del método.

Denotamos por GP (por Golub-Pereyra) el Jacobiano que contiene ambos términos y por
KAUF (de Kaufman), el Jacobiano que incluye solo el primer término en (2.13). Trabajos pre-
vios han realizado comparaciones del rendimiento de los Jacobianos GP y KAUF para diferentes
aplicaciones, por ejemplo en [17, 20]. En los ejemplos numéricos del Capitulo 4, investigamos la
convergencia de los métodos propuestos al utilizar ambos Jacobianos en el contexto de la decon-
volucién semiciega. Ademads, también probamos la aproximacién de la matriz Jacobiana propuesta
por Ruano et al. [23], que se define mediante:

ofly) _ IK(y)

~ K(y)'d. 2.15
dy; dy; ) (2.15)

Nos referimos a esta matriz Jacobiana aproximada como el Jacobianao RJF (de Ruano-Jones-
Fleming).
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En [6] se ve que los tres Jacobianos dan el mismo gradiente de la funcién 1 (y) = 1|/f(y)|3,

Vi(y) = J{ (y)f(y). Es trivial notar que la misma prueba vale para ¢(y) de nuestro problema de
minimos cuadrados no lineales separables extendido, donde Vo(y) = J{ (y)f(y) + VR(y). Para
simplificar la notacién, denotamos K(y) = K y Pi(y) = Pi. Sean

Jop = PED(K)Kd™ + (PEDK)K!)  dT,
Jxavr = PeD(K)KTd T,
Jrir = D(K)K'd ',

donde D(K) es la derivada Fréchet de Ky d' = [b—r7 O} i Luego, si vale que

Jgpf(}’) = JIZAUFf(Y) = JFT{JFf(Y)v

entonces
JEpf(y) + VR(y) = Tgaurf(y) + VR(y) = I pf(y) + VR(y).

Aunque los tres Jacobianos dan el mismo gradiente, dan diferentes aproximaciones del Hessiano.
Por lo tanto, la solucién s*) de (2.11) va a tener el mismo lado derecho, pero una aproximacién
del Hessiano distinta dependiendo de la eleccién del Jacobiano.

Definimos entonces un nuevo algoritmo llamado GenVarPro Regularizado que es una extensién
del algoritmo del método de VarPro [6].

Algoritmo 1: Algoritmo GenVarPro Regularizado

1: Input: Operador A :y — A(y), vector b, punto inicial y(*), matriz de regularizacion L,
funcién regularizante R(y)
2: for k£ =0,1,... hasta que se cumpla el criterio de parada do

3: xF) = K(y®)id = (A(y(k))TA(y(k)) + )\ZIITL)_1 A(y*)Tb
A(y®) b
. (k) — (k) _
& f [ AL | T 0

Calcular la matriz Jacobiana J\") = J¢(y(*))
Calcular s®*) como solucién de

(@E)TIE + V2R(y®) s = — () TR + VR(y ™))
7: y(k+1) — y(k) + S(k)
8: end

2.1.2. GenVarPro Regularizado Inexacto

En esta seccién nos basamos en [5] para extender el algoritmo Inexact-GenVarPro al caso de
problemas de minimos cuadrados no lineales separables de la forma (2.1). Recordando que podemos
calcular a x = x(y) (ver (2.3)) de forma exacta como x(y) = K(y)'d, podemos entonces expresar
las columnas del Jacobiano dado por (2.13) como

.
a;i,t) = Px(y) 8§;j)><(y) +(EKWHT (W) (b — Ax(y)). (2.16)

Aunque hemos reformulado el problema de minimizacién original (2.1) solo en términos de y, el
valor de x = x(y) todavia aparece en el Jacobiano (2.16) que usamos para resolver el problema de
minimizacién reducido (2.4). Ademas, el residuo
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también depende de x(y). Para problemas de gran tamaiio, calcular estos valores es computacio-
nalmente costoso. Una posible forma de reducir el costo computacional del algoritmo consiste en
aproximar la solucién exacta x(y) de (2.2) aplicando un método iterativo. En este caso, adoptamos
este enfoque incorporando el método iterativo LSQR [21]. Més precisamente, proponemos apro-

. . - . ‘s . . . =(k
ximar el Jacobiano J¢(y(*)) en la k-ésima iteracién del algoritmo mediante la matriz J ( , cuyas
columnas estan definidas por

-

34 = P =0+ (K@) (F) b ap®x®), 210
J J

para 3 = 1,...,7, y el residuo por

g — K(y®)x® _ 4,

donde X*) es una solucién aproximada del subproblema lineal

(k) 2
e [ [}

+R(y™).

AL 0]l

Como la minimizacién no depende de y*), entonces descartamos el término R(y(k)) y obtenemos
que X*) es una aproximacién de

1A b))
arginlni H|: )\L X — 0

2

El algoritmo LSQR que utilizamos para calcular X(*) funciona con criterios de parada que dependen
de tolerancias atol, btol y conlim [21], que especificamos para cada experimento en el Capitulo 4.
Estas tolerancias cumplen,

1: Parar si |AX*®) — b|| < atol||A||||x*)|| + btol|b].

AT (Ax™ —b)]|
lA[[[AX™) —b]]

3: Parar si cond(A) > conlim.

2: Parar si < atol.

Llamamos al nuevo algoritmo GenVarPro Regularizado Inexacto. El siguiente algoritmo resume el
método. En el paso 3 del Algoritmo 2, el método LSQR podria reemplazarse por cualquier método
iterativo siempre que se utilice un criterio de parada analogo.

Algoritmo 2: Algoritmo GenVarPro Regularizado Inexacto

1: Input: Operador A :y — A(y), vector b, punto inicial y(°), matriz de regularizacion L,
funcién regularizante R(y)

2: for k£ =0,1,... hasta que se cumpla el criterio de parada do

3: Calcular X®) aplicando el algoritmo LSQR al problema

, 2
i [ AGy ) b3 + 5 1L
A(y®)] _ b
" g(k)Z{ b )} xqu

Calcular la matriz Jacobiana 3 de acuerdo a (2.17)
Calcular s®) como solucién de
—(k)\ 7= () —(k)
(@)TTY 4+ 2Ry ®))s®) = (@) g™ + VR(y®))
7. y(k+1) = y(k) + S(k)
8: end
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2.2. Convergencia Local

Extendemos los resultados de convergencia local presentados en [2] al caso particular de pro-
blemas de minimos cuadrados no lineales separables de la forma (2.1), bajo el supuesto de que
el término de regularizacién R(y) es convexo y dos veces diferenciable y que la solucién x del
subproblema lineal se obtiene de forma exacta, como se describe en la Seccién 2.1.1.

Antes de iniciar el andlisis, introducimos la notacién que utilizaremos a lo largo de esta seccidn.
Denotamos por y* una solucién del problema de minimizacién (2.4), y por y un punto factible
cualquiera. Sea {y®)};>0 la sucesién generada por el Algoritmo 1, y B(y*,p) la bola abierta de
radio p centrada en y*. Definimos el vector de error como e = y — y*, y el error en la k-ésima
iteracién como ej, = y*) —y*. Ademds, recordamos la notacién para la aproximacién del Hessiano
dada por (2.12):

H(y) :=J¢ (¥)J¢(y) + V*R(y).

Los siguientes lemas son fundamentales para el andlisis de la convergencia local de las distintas
variantes del Algoritmo 1, dependiendo de la eleccién del Jacobiano.

Lema 1. Supongamos que la matriz Jacobiana J¢(y) es Lipschitz continua en el conjunto acotado
B(y*,p), es decir, existe una constante Lg¢ > 0 tal que

1Je(yr) — Je(ya)ll2 < Lellyr — yall2,  Vyi,y2 € B(y™, p).

Ademds, supongamos que R(y) es de clase C? y V?*R(y) es también Lipschitz continua con cons-
tante Lr > 0. Entonces la aproximacién del Hessiano H(y) es Lipschitz continua en B(y*, p), con
constante Lipschitz 2K Lg + L, donde

K = Sup{”Jf(Y)”Zay € B(y*vp)}

Demostracién. Sean y1,y2 € B(y*, p). Entonces:

HJfT(Y1)Jf(Y1) + V2R(y1) — 3¢ (y2)Te(y2) — V27€(y2)||2 < ||JfT(y1)Jf(y1) _ JfT(YZ)Jf(Y2)H2
+[|V2R(y1) = V*R(y2) [, (2.18)

El primer término de (2.18) se descompone:

(3¢ (y1)Te(yr) — ¢ (y2)Je(y2)|l, = [|9¢ (y1)Te(yr) — I¢ (y1)Te(y2) + If (y1)Ie(y2) — If (y2)Te(y2)|,

<3¢ )|, 3e(va) = Tely2) ||, + [ Te(v2) ||, |35 (v1) =I5 (y2)]],-
(2.19)

Como B(y*, p) es un conjunto acotado y J¢(y) es Lipschitz continua por hipétesis, podemos definir

K = sup{||Je(y)|l2, ¥y € B(y*,p)} < oo de manera que (2.19) < 2K L¢||y1 — y2l2-

El segundo término estd acotado por hipdtesis:

IV*R(y1) — V*R(y2)ll2 < Lrlly1 — y2l2.

Por lo tanto, se concluye que (2.18) < (2K L¢ + Lgr)||y1 — y2||2, es decir, la aproximacién del
Hessiano es Lipschitz continua en B(y*, p) con constante 2K Ls + L. ®

Lema 2. Supongamos que la aprozimacion del Hessiano J{ (y*)Je(y*)+ V2R (y*) es invertible y la
matriz Jacobiana J¢(y) es Lipschitz continua en el conjunto acotado B(y*, p). Ademds, supongamos
que R(y) es de clase C? y V>R (y) es también Lipschitz continua con constante Lg > 0. Entonces
existe 0 < o < p tal que para todo 'y € B(y*, o) valen las siguientes desigualdades:

H(y)ll2 < 2[[H(y")ll2 (2.20)
IH(y) " l2 < 2[By™) ™" l2. (2.21)
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Demostracién. Por el Lema 1 tenemos que H(y) es Lipschitz continua, esto es, existe v > 0 tal
que
Hy)llz = Hy)ll2 < [H(y) =By )l <~lly =y ll2 = vllel2- (2.22)
De (2.22), eligiendo un o apropiado tal que v|le||2 < [[H(y*)||2, obtenemos la desigualdad (2.20)
para cualquier y € B(y*, o).
Para verificar la ecuacién (2.21) consideramos

IT-H(y") ™ H(y)|lz = [H") " (H(y") - Hy))l2 < v[HE) " l2lle]l2 < vo|HE™) ™ 2.
Si elegimos o = min (W’ p) deducimos que

T H(y*) " H(y)l < 5.

Aplicamos el Lema de Banach [16, Theorem 1.2.1], que dice que dadas A, B € R™*™ matrices tales
que B es una inversa aproximada de A, es decir, [|[I—BA||2 < 1, entonces, A y B son no singulares

y se satisface:
IBll2

Aty € ———=

Como H(y*)™! es una inversa aproximada de H(y), entonces se satisface

[H(y*) "2
IT—H(y*)"'H(y)ll2’

Usamos la cota [[I — H(y*)"'H(y)||2 < 3, de donde

IH(y) s <

1= [T-Hy" )" Hy) 2 >1-5=3

IH (™)~ l2

T =2[HE) 2,
2

= [[Hy) 2 <

y asi obtenemos la desigualdad (2.21). m

Teorema 2. Sea ¢(y) = 3| f(y)||3+R(y) y sea y* una solucién dptima de miny ¢(y). Supongamos
que la matriz Jacobiana Je(y) de £ es Lipschitz en B(y*, p) y tiene rango columna completo en y*.
Ademds, supongamos que R(y) es conveza, de clase C* y V?*R(y) también es Lipschitz continua
con constante Lr > 0. Entonces existe K > 0 y 0 < o < p tal que para todo y € B(y*,o) la

iteracion del Algoritmo 1 con y©) =y y el Jacobiano de Golub Pereyra (2.13) satisface

lexsallz < K (llewl3 + V26 (y*) = H(y*)llallex)

Demostracion. Consideremos el problema reducido
{ — min S £ 2 + R(y) = min ~ || - PE@)[2 + R
min ¢(y) = min 3 [£(y)ll2 + R(y) = min 5|l - P (¥)ll2 + R(y)-

Nos basamos en la expresién para el Jacobiano de f, definido por las columnas dadas en (2.13). Por
hipétesis J¢(y) tiene rango columna completo en y* y R(y) es convexa, en particular, semidefinida
positiva, entonces J{ (y*)J¢(y*) + VZR(y*) es estrictamente definida positiva y no singular. Por
el Lema 2 existe 0 < o < p tal que la aproximacién del Hessiano dada por J{ (y)J¢(y) + V2R(y)
es no singular para todo y € B(y*, o). La iteracién de y estd definida entonces por

y ) =y® —H(yW) Vey™) (2.23)

donde H(y™®™) = J[ (y)Je(y ™) + V2R(y®) y Vo(y®) = I (y*)E(y®)) + VR(y™).
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Restando y* a ambos lados de la ecuacién (2.23) y reorganizando los términos obtenemos
ers1 = e — Hiy®) ™ (37 (y)i(y ™) + TR(y®))
=Hy") ™ (Hy®)er - ] (v P) - VR(y™M))
=H(y™) "L (3] () Iy M er + TRy M er — If (v ) E(y ) - VR(y™))
)

=H(y™)™! {J}r(y(’“))(Jf(y(“)ek - f(y(’“))) +VPR(y™)er — VR(Y““))}

™ B
(2.24)
Primero manipulamos A. Notar que
Je(y®er — £y ™) = Je(yM)er — £(y*) +£(y") — £(y ™))
= —£(y") + (Je(yex — (E™) — £(y))) (2.25)

Haciendo una expansién de Taylor de orden dos centrada en y* del residuo f(y*)) obtenemos
Fy™) =£y") + Iy )™ —y) + Oy ™ = y7[I5) = £(y*) + Te(y"Jex + O([lex][3)
Usando la relacién f(y®)) — f(y*) = Je(y*)er + O(|lex|2) llegamos a que

Je(y™er — (Fy™) — £(y*) = Te(y™®)er — Te(y™)er + O(|lex]|3)
= (Te(y™) = Te(y*))ex + O(lexl|3) (2.26)

y entonces

1Te(y*)er — (Fy™) = £(y™))ll2 < I3e(y™) = Te(y™)ll2llexll2 + OClex]]3)
< Lellexl2llexl2 + O([lex]l3)
< Cillex|3, (2.27)

donde Ls es la constante Lipschitz de la matriz Jacobiana y C; = L¢ 4+ L, con L una constante tal
que O([lex]|3) < Lllex|3.

Haciendo una expansion de Taylor de J¢ centrada en y* obtenemos
Je(y™) = Je(y™) + It (y")er + O([lexl3).
Luego
I (Y NEy") = IE (v)E") + el Te(y )E(y™) + O([lex]3)
I (OEy") +ef (V2ely') = I (v)Iely") = V2R(y")) + Olllexll3)
=37 (V") + ef (V2e(y") = H(y")) + Ollex3), (2.28)

ya que Vp(y*) = I (y*)Je(y") + Je(y)E(y™) + VZR(y").
Sustituyendo (2.25), (2.26) y (2.28) en la expresién para A entonces

A= 3] ") (3P — £yH))
=37 (y®) (= £ + T ™) = Tey* e + O(ex )
=3[ (") — e (V2ely') — Hy")) + Olllexll3)

+3{ () (Tely™®) = Te(y)ex + O(lex3)). (2.29)
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Por otro lado, haciendo la expansién de Taylor centrada en y* de R(y®))) obtenemos
VR(y™) = VR(y*) + V*R(y")ex + O([lex ). (2.30)
Ademas,
IV*R(y™) = V2R (y")l2llexllz + O(llexl|3) < Lrllexlls + O(llex]|3) < Callexll3. (2.31)

donde Lg es la constante Lipschitz de V2R y Cy = Lg+L, con L una constante tal que O(||ex||3) <
Lllex|3.

Sustituyendo (2.30) en B, la expresién toma la forma
B =V2R(y®)e, — VR(y™")
= V'R(y")er — VR(y") = V*R(y")ex + O(llex|3)
= —VR(y") + (V’R(y™) = V*R(y"))er, + O([lex13)- (2.32)
Sumando A + B llegamos a que
A+ B=-J{(y)f(y") — VR(y")
e (V2e(y") — Hy")) + O(llexl3)
+ 3£ ) (Tely®) = Iely*)er + Ollex3))
+(V*R(y™) = V*R(y"))ex + O(llex][3). (2.33)

Como y* es un punto estacionario, entonces J{ (y*)f(y*) + VR(y*) = 0 y finalmente la expre-
sién (2.33) queda

A+B=—e] (Vzw(y*) — H(y*))

+ 3L () (@ ™) = Tely*)ew + Olllexl3))

+ (V2R(y™) = VER(y"))ex + O([lex3). (2.34)
Usando las cotas (2.27) y (2.31) llegamos a que
A+ Bll2 < IV?0(y*) — H(y")ll2llexll2 + C1lI3¢ (y*))l2llex 13 + Callexll3. (2.35)

Reemplazando (2.35) en (2.24) obtenemos

lert1ll2 < IIH(y(’“))’lllz((Cl\IJfT(y(’“))Hz +Co)llerls + [V2e(y™) - H(y*)llzllekl\z)-
Eligiendo una constante apropiada

K= sup HH(y(k))_lu2 (1 + C1||J1T(y(k))||2 + Cg) ,

vy eB(y*,o)
concluimos que
lewsalls < K (Jlewl + V20(y") — Hiy) o lexll»).
]

Observacion: Para problemas en los que existe baja nolinealidad, es decir, problemas cuyo modelo
es técnicamente no lineal pero su comportamiento es casi lineal en la regién de interés, como los
problemas de descomposicién matricial de bajo rango, la diferencia entre

Vie(y") = V2 IEM)IE+Ry") v HE") =Je(y") " Ie(y") + VR(y*)
suele ser insignificante. En estos casos, el Algoritmo 1 con Jacobiano GP puede alcanzar tasas de
convergencia superlineales, e incluso tasas de convergencia cuadratica en ciertas condiciones.

Recordemos que, dado un método iterativo con iteraciones {y(k)} y solucién y*, se definen las
siguientes tasas de convergencia:
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Convergencia lineal: existe una constante 0 < C' < 1 tal que

m WEP =y
koo [ly®) =y
= Convergencia superlineal:
(k4+1) _ *
i ¥ vl _

koo [ly®) =y

Convergencia cuadratica: existe una constante C' > 0 tal que

g P =y
k—oo [ly(®) —y*||2

Convergencia de orden p > 1: existe una constante C' > 0 tal que
[y * D — |

lim 21—
koo [ly® —y* [

Equivalente, se tiene que la secuencia converge con orden p si
Y —y*|| < Clly® —y*||P  para k suficientemente grande,
con C' > 0 una constante finita .

Corolario 1 (Convergencia local). Sea y* una solucion del problema de minimos cuadrados no
lineales miny ¢(y) = miny 1||f(y)||3 + R(y). Definamos

5 = ||VZe(y*) - H(y")|,-

Sea e, = y*) — y* el error en la k-ésima iteracion. Supongamos que en un entorno de y* el
Jacobiano J¢(y) y V2R(y) son Lipschitz tal que la constante K en la cota dada en el Teorema 2:

lersllz < K (llel3 + ollel
existe y es finita. Sean:=KJ§. Si0<n<ly

1-—n
leollz < Yl

Entonces

L+n\k
lerllz < (—57) lleoll2

garantizando convergencia lineal. En particular, si V2o(y*) = H(y*) entonces § = 0, de manera
que
lextillz < Kllex|3,

garantizando convergencia cuadratica.

Demostracién. Por el Teorema 2 existe K > 0y un radio o > 0 tales que, para todoy € B(y*, o),

lexsallz < K (|lexl5 + dllexll2) = (Kllexll2 +n)llexll-
Para k = 0 se tiene

1-— 1- 1+
Kleolls < —~ = Kleola+n < " +n=-—"<

L,
2 2
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de donde L+
n
leillz < (Klleoll2 +n) [lexllz < N lleoll2-

Suponiendo inductivamente ||eg|j2 < (“Qr—”)kHeOHQ, se tiene que

1+7n k 1+79 k
lersille < (Kllexllz +n)lleclls < (=) Kleollz+n) (=) lleollz

1+n\k 14+n\ /14+n\* 14 m\ ket
< (Klleollz +n) (—52) lleollz < (—572) (—5=) lleollz = (=52) " lleollz:

ya que 57 < 1 implica (12)* < 1. Por induccién concluimos [lex[2 < (2£2)¥|leo||2 para todo k,
implicando convergencia lineal.

Si § = 0, la misma cota se reduce a ||eyy1]2 < K |lex||2, lo cual da la convergencia cuadrética.
|

2.3. Funciones regularizantes

En esta seccion vamos a considerar el método definido en la Seccion 2.1.1 con dos elecciones
particulares para R(y). Los resultados también valen para el caso inexacto, recordando que en
cada iteracién se calcula una aproximacién de x(*).

La primera opcién consiste en anadir un término regularizante cuadratico de la forma R(y) =

2
”w 2 .. .
&-|ly — yol|*, donde p > 0 e yq representa un valor cercano del valor original y,u. Esta regulari-
zacién es convexa, diferenciable y computacionalmente eficiente (en particular, tiene una expresién
sencilla de calcular). Ademds, permite incorporar conocimiento a priori sobre y, favoreciendo so-
luciones cercanas a un valor considerado razonable.

Una segunda alternativa es plantear R(y) = — 22:1 /J? log(y;), donde p; > 0 e y; > 0 para
todo j. Esta funcién regularizante es ttil cuando se desea garantizar la positividad de los parame-
tros, como ocurre en muchos modelos fisicos, incluyendo aquellos relacionados con el desenfoque.
Al penalizar fuertemente valores cercanos a cero, esta regularizacién evita soluciones triviales o
inestables, y ayuda a controlar la escala de los pardmetros sin necesidad de imponer restricciones
explicitas.

2.3.1. Regularizaciéon via norma 2

Consideraremos primero el caso en que la funcién de regularizacién es de tipo cuadratico, es

decir, R(y) = %2||y — yol|%3. En este caso, el problema de minimizacién (2.1) adopta la siguiente
forma:

1 2 A2 2 M2 2
1;11}{1§||A(Y)X—b”2 + §||LX||2 + 7”}’ — ¥oll3- (2.36)

Utilizando la notacién (2.6), tenemos que para un y fijo vale

1 w2 1
x(y) i= arg min 7 [K(y)x — d3 + Flly - yoll3 = arg min || K (y)x — d|3,

de donde obtenemos la solucién cerrada para x

Substituimos x = x(y) en el problema (2.36) y obtenemos
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2

1 1 L[ —Pg.,d
min - | K(y)K(y)'d - d|2 + % |y — 2mm’H K(y) }
in o [[K (y)K(y) 12+ 5 lly = yollz = min 5 (Y — o)

2
A partir de la igualdad anterior se define

7= [ e ]

Entonces debemos resolver el siguiente problema de minimizaciéon no lineal reducido
1
y 2
min —||F(y)|l5-
y 2

Para resolverlo, aplicamos el método de Gauss-Newton, cuyas iteraciones quedan definidas por

y D = y(0) 4 ) =0.1,2, ...

)

donde s(®) se obtiene como solucién de

2
: (2.37)

st = arg min HJF(y(k))s + F(y(k))‘ ,

con Jg: R” — RM+a+m)%7 15 matriz Jacobiana de F. Usando que

VR(y) = 1*(y — yo) y V*R(y) = 1°L,,

obtenemos que Jg(y) tiene forma de bloque del tipo

Jr(y) = [ J;g) }

donde J¢(y) es la matriz Jacobiana de la funcién f(y) = —Pé(y)d. La columna jésima de J¢(y)
estd dada por (2.13), de donde concluimos que

of(y)
[JF(Y)]J‘:[ 0y; ]

pe;

Notar que el funcional regularizante R(y) = “;Hy — ¥ol|3 cumple con las hipdtesis del Teorema 2
vy que entonces podemos asegurar convergencia local para este método.

2.3.2. Regularizacion via logaritmos

En este caso consideramos la regularizacién del pardmetro y = (y1,...,¥), con y; > 0 Vj, de
la forma
=— Y pilog(y)),
1<j<r
con constantes positivas yj, 7 = 1,...,r. Luego nuestro problema de minimizacién (2.1) toma la
forma

1 \2
min 2| A(y)x = b3 + T |Tx(5 — > plog(y;).

1<j<r

Al igual que el caso anterior, aplicando el modelo de VarPro, llegamos al problema de minimizacién
miny ¢(y), con

1
(y) = 5l = Picdl3 = D jlog(y))-

1<5<r
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Para poder utilizar el método de Newton para resolver este problema de minimizacién necesitamos
calcular el gradiente y el Hessiano de :

Vely) =3 (W)fly) - [42 ... ”—i]T-

Y1 Yr

Utilizamos la siguiente aproximacién del Hessiano

V2o(y) ~J{ (v)J¢(y) + D' (y)D(y),

donde D(y) es la matriz diagonal con [D(y)];; = —%, j=1,...,r.

Aplicamos entonces un método iterativo cuyas iteraciones estan definidas por
y ) =y 4 s —0,1,2, ...,

donde s(®) se define como

2

[ g(y(k)) ]H [ fy*)) } (2.38)

k) _ :
S = arg min
8, (y*®) u

2

yu= [u1,...,u7.]T.



3. REPRESENTACION

Nuestro objeto de estudio son los problemas en los que el desenfoque de una imagen
se modela como una convolucién entre la imagen original y una funciéon de dispersién del
punto (PSF, por sus siglas en inglés). Este modelo es ampliamente utilizado en el procesa-
miento de imédgenes digitales debido a que refleja con precisién los efectos fisicos de muchos
sistemas de adquisicion, como camaras opticas, telescopios o microscopios. En particular,
cuando el desenfoque es espacialmente invariante, la convolucién se puede expresar de for-
ma matricial como en (1.1), donde A representa la transformacion lineal inducida por la
PSF. Esta matriz, conocida también como operador de desenfoque, encapsula el efecto del
sistema Optico sobre cada punto de la imagen y juega un papel central en la formulacion
y resolucién del problema inverso de restauracién.

Comprender cémo se construye la matriz A es fundamental, no solo desde un punto de
vista modelistico, sino también computacional. Su estructura, determinada por la forma
de la PSF, las condiciones de borde y la dimensién de la imagen, tiene implicaciones direc-
tas en la complejidad y estabilidad de los algoritmos numéricos utilizados. En particular,
ciertas estructuras, como las matrices Toeplitz o circulantes, permiten una representacion
matricial compacta y operaciones eficientes mediante técnicas espectrales, como la trans-
formada répida de Fourier (FFT, por sus siglas en inglés). Esta posibilidad de explotar
la estructura interna de A resulta clave para el diseio de métodos numeéricos rapidos y
escalables.

Ademsds, en contextos donde se introduce regularizacién, como en la formulacién de
Tikhonov o variantes con penalizacién adaptativa, tanto A como la matriz de regulariza-
cion L deben ser manipuladas de forma conjunta. En estos casos, resulta particularmente
ventajoso que ambas matrices compartan propiedades estructurales, como la diagonaliza-
cién conjunta (ver la Seccién 3.3 para la definicién de diagonalizacién conjunta), lo que
permite reducir el costo computacional del calculo de soluciones aproximadas y derivadas.

El an4lisis detallado que se presenta a continuacién se basa en los Capitulos 3 y 4 de [14],
y tiene por objetivo exponer tanto la construccién practica del operador de desenfoque A
como las distintas formas de aprovechar su estructura algebraica en la implementacion de
algoritmos eficientes para la restauracién de iméagenes desenfocadas.

3.1. Funcién de dispersién del punto

En muchos casos la intensidad de la luz de la PSF se limita a una pequena region alrededor de
su centro (la ubicacién del pixel de la fuente puntual), y fuera de un cierto radio, dicha intensidad
es practicamente nula: el desenfoque es un fenémeno local. Ademds, si asumimos que el proceso
de captura de imagenes conserva toda la luz, los valores de los pixeles de la PSF deben sumar 1.
Cuando la PSF es invariante respecto a la posicién de la fuente puntual decimos que el desenfoque
es espacialmente invariante. Como consecuencia de esta naturaleza lineal y local del desenfoque, es
comun representar la PSF mediante una matriz P de dimensiones mucho menores que la imagen
desenfocada, lo que permite ahorrar espacio de almacenamiento. Nos referimos a P como la matriz
PSF.

En algunos casos, la PSF puede describirse mediante una expresion analitica y, por lo tanto,
P puede construirse a partir de una funcién. Si el desenfoque tiene un origen fisico, es posible
obtener una formulacion explicita de la PSF. Por ejemplo, la PSF para el desenfoque causado por

19
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la turbulencia atmosférica se puede describir como una funcién Gaussiana bidimensional, cuyos
elementos se definen como

Cex 1 ik 52 p? -k
Pa=SP\ T - [0 s3] li-4 )

donde los pardmetros s1,ss y p determinan el ancho y la orientaciéon de la PSF, centrada en el
elemento (k,¢) de la matriz P. Esta matriz siempre debe de escalarse de modo que sus elementos
sumen 1. Si p = 0 en la féormula para el desenfoque Gaussiano, entonces la PSF es simétrica a lo
largo de los ejes vertical y horizontal, y la formula toma la forma més simple

N AR YR AR A ETA
plj_exp 2 S1 2 S92 '

Si ademds s; = so, entonces la PSF resulta rotacionalmente simétrica.

Una vez especificada la PSF, se puede construir la matriz de desenfoque A, columna por colum-
na, simplemente insertando los elementos de P en las posiciones correspondientes y completando
con ceros en el resto de la columna. Cada columna de A es el resultado de difuminar un solo pixel,
lo que significa que cada columna de A representa la funciéon de dispersién de puntos centrada en
su pixel correspondiente (i, 7).

3.2. Condiciones de borde

Una de las principales dificultades al modelar el desenfoque de imagenes radica en el trata-
miento de los bordes. En estas zonas, la informacién de la imagen original se extiende més alla
del dominio observado de la imagen, lo que lleva a una pérdida de informacién irrecuperable. En
situaciones reales, solo se puede tener conocimiento sobre una regién finita, el llamado campo de
visién (FOV, por sus siglas in inglés), que delimita el drea visible del objeto observado. La es-
trategia més comun para mitigar esta deficiencia consiste en asumir ciertas suposiciones sobre el
comportamiento especifico de la imagen nitida fuera del FOV. Al incorporar estas suposiciones en
el modelo, se dice que se imponen condiciones de borde.

La condicién de borde mas sencilla consiste en asumir la pérdida de fotones fuera del campo
de visién, en cuyo caso decimos que la matriz tiene condiciones de borde cero. La imagen exacta es
negra (es decir, estd compuesta de ceros) fuera del limite. Matricialmente esto se representa como

cht =

o O O

0
X
0

o O O

Si al construir la matriz de desenfoque A se ignoran las condiciones de borde, se estd asumiendo
implicitamente una condicién de borde cero. Esta hipotesis resulta adecuada cuando la imagen
real tiene valores cercanos a cero fuera del dominio visible, como ocurre en imagenes astronémicas
con fondo negro. No obstante, puede generar artefactos en la reconstruccién, como la aparicién
de un borde negro artificial. Por lo tanto, a menudo debemos usar otras condiciones de contorno
que imponen un modelo mas realista del comportamiento de la imagen en el limite, pero que solo
utilizan la informacién disponible, es decir, la imagen dentro de los limites.

La condiciéon de contorno periddica se usa con frecuencia en el procesamiento de iméagenes.
Esto implica que la imagen se repite (infinitamente) en todas las direcciones. Matricialmente se
representa como

X X X
Xext = | X X X
X X X
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También pueden imponerse condiciones de borde reflexivo, que modelan una reflexién especular de
la imagen en sus bordes, lo cual puede resultar mas realista en ciertos contextos.

La eleccion de la condicion de borde adecuada depende del problema en cuestion. En la préactica,
es habitual extender periédicamente inicamente una franja de pixeles cercana al limite.

3.3. Coémputo con matrices estructuradas

En esta seccién, analizamos el caso en el que se puede calcular una diagonalizaciéon conjunta de
A y L, y cémo dicha propiedad puede utilizarse para calcular Jacobianos de manera eficiente [6].
En particular, supondremos que ambas matrices son diagonalizables simultdaneamente mediante
una matriz unitaria Q, de modo que

A=QCcQ y L=Q'sQ (3.1)

donde C y S son matrices diagonales que contienen los autovalores de A y L, respectivamente.
Esta es la descomposicion espectral unitaria de ambas matrices.

En general, la descomposicién espectral de una matriz A se puede calcular si y solo si A es una
matriz normal, es decir A*A = AA*. Si A tiene entradas reales, los elementos en la descomposicién
espectral pueden ser complejos, asimismo, sus autovalores son reales o aparecen en pares conjugados
complejos. Aunque calcular estas factorizaciones para matrices genéricas grandes puede resultar
costoso, existen enfoques eficientes para ciertas matrices estructuradas. Por eficiente se entiende
que la descomposicién puede calcularse rapidamente y que los requisitos de almacenamiento son
manejables.

Para problemas de desenfoque de imagenes espacialmente invariantes, la estructura especifica
de la matriz A esta determinada por las condiciones de borde impuestas y puede involucrar matrices
de Toeplitz, circulantes o de Hankel. Introducimos primero algunas definiciones bésicas:

= Una matriz de Toeplitz es una matriz constante a lo largo de sus diagonales, es decir,
Ti,j = 71“_17]'_5_1 = ti—j~ Tiene la forma:

= Una matriz circulante es un caso particular de matriz de Toeplitz en la que cada fila es
una rotacién ciclica de la anterior. Tiene la forma:

Co Cn—1 C1
C1 Co C2

C =
Cn—1 Cn—2 T Co

= Una matriz de Hankel es una matriz constante a lo largo de las antidiagonales, es decir,

H;j=Hitpj—r = hiyj para k=0,...,7 — 4. Tiene la forma:
ho hi ho
hi ha hs

H= |p, hy hy

A partir de estas estructuras unidimensionales, se definen bloques bidimensionales con patrones
similares. Usamos la siguiente notacién:
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BTTB: Bloque Toeplitz con bloques Toeplitz.
BCCB: Bloque circulante con bloques circulantes.
BHHB: Bloque Hankel con bloques Hankel.
BTHB: Bloque Toeplitz con bloques Hankel.
BHTB: Bloque Hankel con bloques Toeplitz.

Con esta terminologia podemos describir con precisién la estructura de la matriz de coeficientes A
para las diversas condiciones de borde:

» Condiciones de contorno cero. En este caso A es una matriz BTTB.
= Condiciones de contorno periédicas. En este caso A es una matriz BCCB.

= Condiciones de contorno reflexivas. En este caso A es la suma de las matrices BTTB,
BTHB, BHTB y BHHB.

Nos enfocamos en el caso BCCB, que surge cuando se emplean condiciones de borde periddicas.
Cualquier matriz BCCB es normal, es decir, A*A = AA*. Por lo tanto, A tiene una descomposicién
espectral unitaria. Ademads, cualquier matriz BCCB tiene la descomposicién espectral particular:

A = F*CF,

donde F es la matriz bidimensional unitaria de transformada de Fourier discreta (DFT, por sus
siglas en inglés). F es una matriz que aplica la DFT bidimensional a una senal bidimensional (en
este caso, una imagen) y es unitaria, es decir, F*F = 1.

La matriz DFT unitaria de tamano n x n en una dimensién estéd dada por

1 g n—1
F,=— [6_27”7} .
vn k=0

Para una senal bidimensional de tamano n x n, la matriz DFT unitaria bidimensional se construye
como el producto de Kronecker de la DFT unitaria unidimensional

F=F,®F,.

Esta matriz actiia sobre la versién vectorizada de la imagen, vec(X), donde X € C™**™. Asi, se
cumple que R

vec(X) = (F,, ® F,,) - vec(X).
Esta matriz tiene una propiedad muy conveniente: se puede utilizar un método de divide € conquer
para realizar multiplicaciones matriz-vector con F y F*, sin construir F explicitamente, utilizando
transformadas répidas de Fourier (FFT, por sus siglas en inglés). Adicionalmente, se puede asumir
que L también tiene estructura de BCCB, para obtener (3.1).

Usando la diagonalizacién conjunta de A y L dada por (3.1), obtenemos las siguientes expre-
siones de KT y P [6]:
K' = Q" (C'C+A%8*S) "' [C*Q, AS*Q]
i Q*C * « —1 " N
Pg=1- [AQ*S} (C*C+A’8*S) "~ [C*Q, AS*Q],

y por lo tanto, cada término en la j-ésima columna del Jacobiano (2.13) puede calcularse muy
eficientemente como sigue:
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A= (1-]QPc [C*Q, As*Q] 7 Q*DcQd
J )\Q*DS ) 0 C
* AT
B, - Q Pc Q@

)‘Q DS 8yj

donde D¢ y Dg son las matrices diagonales definidas por Dg = C (C*C + )\2S*S)71 y Dg =
S (C*C +A28*S) .

En este caso, la expresién para el Jacobiano RJF (2.15) toma la forma:

of(y)
6}’]'

(d-Q"'DcC"Qd),

DA
~ — |:68J:| Q*Dch



4. EJEMPLOS NUMERICOS

En este capitulo presentamos diversos ejemplos numéricos con el objetivo de evaluar
el rendimiento de los métodos desarrollados en los capitulos anteriores. Nos enfocaremos
en problemas de deconvolucion semiciegos bidimensionales, es decir, de restauracién de
imédgenes desenfocadas, donde tanto la imagen original como el pardmetro de desenfo-
que deben ser estimados simultdneamente. En todos los casos considerados, asumimos
que las matrices A (operador de desenfoque) y L (matriz de regularizacién) admiten una
diagonalizacién conjunta, lo que permite explotar eficientemente su estructura en la im-
plementacion de los algoritmos.

Primero vamos a analizar el desempeiio del Algoritmo 1, evaluando el efecto de utilizar
diferentes expresiones para la matriz Jacobiana del modelo: GP (Golub—Pereyra), KAUF
(Kaufman) y RJF (forma reducida). Luego, consideramos el escenario inexacto, en el que
la variable x es aproximada en cada iteracion k mediante el método iterativo LSQR, de
acuerdo al Algoritmo 2. En este caso también comparamos las tres formas de la matriz
Jacobiana previamente mencionadas.

Todas los experimentos fueron realizados utilizando Google Colaboratory (Colab) como
entorno de ejecucion. Este entorno se basa en el sistema operativo Ubuntu 22.04.4 LTS
(Jammy Jellyfish) y proporciona una méaquina virtual configurada con los siguientes
recursos de hardware:

» Procesador: Intel(R) Xeon(R) CPU de doble ntcleo a 2.20 GHz
» Arquitectura: x86_64 (64 bits)
= Memoria RAM disponible: aproximadamente 12 GB

= Almacenamiento: sistema de archivos con capacidad aproximada de 108 GB, de
los cuales unos 71 GB estaban disponibles durante la ejecucién

= Virtualizacién: basada en hipervisor KVM

Los experimentos se ejecutaron sin aceleracién por GPU, utilizando unicamente los recur-
sos de CPU proporcionados por el entorno virtual. El cédigo fue implementado en Python
3.10, empleando bibliotecas del ecosistema cientifico estandar, tales como NumPy, SciPy
y Matplotlib.

Para evaluar la calidad de las soluciones reconstruidas en cada iteracién k, calculamos
el error de reconstruccién relativo (RRE, por sus siglas en inglés) definido por

() X il

||Xtrue||2

Andlogamente, para cuantificar la precisién en la estimacion del pardmetro de desenfoque
y, se empled el RRE definido por

k) - YtrueHQ

||YtrueH2

(
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Ademis del cédlculo de los errores relativos, se incluye una inspeccién visual de las imdgenes
reconstruidas, asi como el andlisis de las métricas de calidad, los tiempos de ejecuciéon y
la precisién en la recuperacion de los parametros verdaderos.

Finalmente, cabe destacar que en todos los experimentos los pardmetros de regulari-
zacion A y p fueron mantenidos fijos a lo largo de las iteraciones.

4.1. Problema de deconvolucion semiciego

Consideramos el problema de restauracién de imagenes contaminadas por desenfoque y ruido.

El sistema

A(y)x~b
representa el modelo matematico que describe el proceso de desenfoque, donde x denota el vector
que representa la imagen verdadera (desconocida) que pretendemos reconstruir, A es una matriz
mal condicionada que describe el operador de desenfoque asociado a la funcién de dispersién del
punto (PSF, por sus siglas en inglés), que se define por el pardmetro y, y b es el vector que
representa la imagen desenfocada y ruidosa.

La PSF describe cémo se distribuye la intensidad luminosa de un punto en los pixeles vecinos al
pixel (k,¢), y se representa por una matriz P(y) € R"*" dependiente del pardmetro y. Por tanto,
la matriz de desenfoque se puede expresar como A(y) = A(P(y)). En este ejemplo, consideramos
una PSF modelada por una funcién Gaussiana bidimensional

[P(y))i; = cexp (—; [E_IZ]T [Zg gg]_l B_IZD :

donde y = (01,09, p) es el vector de pardmetros que controla la forma y orientacién de la dispersion,
sujeto a la condicién o303 —p* > 0 para garantizar la positividad definida de la matriz de covarianza.
La constante c se elige de modo que »_, ;[P(y);,; = 1.

Cabe destacar que no es necesario construir explicitamente la matriz A, ya que el producto Ax
puede evaluarse directamente a través de convoluciones implementadas mediante P. Para aplicar
los algoritmos de optimizacién, se requiere el cdlculo de la matriz Jacobiana de A(y)x respecto a
y. Aplicando la regla de la cadena, se tiene que

0 0
5 (AP)x = A (5 [P)) x

Suponemos ademads que la imagen x tiene condiciones de borde periddicas, lo que resulta en
que la matriz A(P(y)) sea diagonalizable mediante la transformada discreta de Fourier (DFT, por
sus siglas en inglés) Q, es decir, A(P(y)) = Q*CQ, donde C es una matriz diagonal que contiene
los autovalores de A(P(y)) (ver seccién 3.3). Por lo tanto, podemos utlizar la transformada répida
de Fourier (FFT, por sus siglas en inglés) y su inversa para calcular soluciones aproximadas de
manera eficiente. Mediante calculos sencillos, se puede demostrar que

0

o, [A(P(y))x] = Q"C,Qx,

donde C,, es una matriz diagonal cuyas entradas se obtienen aplicando la FFT a la derivada parcial
de P(y) respecto a y; [14].

En los experimentos considerados, se utiliz6 una imagen original de tamano 512 x 512, la cual
se presenta en la Figura 4.1a. Esta imagen fue desenfocada aplicando una PSF Gaussiana con
pardmetros o7 = g9 = 3y p = 0. Posteriormente, anladimos un 5% de ruido Gaussiano. La imagen
desenfocada resultante se puede observar en (4.1b). En este caso particular fijamos entonces p = 0
y consideramos una Unica variable y = o1 = 02, es decir, yirue = 3. La matriz P de la PSF toma

la forma
wwmd=wm<—gc;kf-;(ﬁf)j.
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(a) Imagen original (b) Imagen desenfocafa

Fig. 4.1: Comparacién de imdgenes: (a) La solucién verdadera X¢rye ¥ (b) los datos borrosos y con
ruido b.

Consideramos la plantilla

0 1 0
1 -4 1,
0 1 0

que se utiliza para generar la matriz de regularizacién Laplaciana discreta L. Dado que
asumimos condiciones de borde periddicas en x, la matriz L correspondiente también
es diagonalizable por Q. Por lo tanto, podemos utilizar directamente las formulaciones
presentadas en la seccién 3.3 para problemas con matrices diagonalizables conjuntamente.
En este problema particular, el tinico pardmetro de desenfoque que debemos estimar es
y = o1, por lo que se establece una condicién inicial y(©) = 2.

4.2. Implementacién de GenVarPro Regularizado

En esta seccién analizamos los resultados obtenidos por el Algoritmo 1 para la tres variantes
de Jacobiano, usando los dos funcionales de regularizacién que definimos en la seccién 2.3.

4.2.1. Regularizacién via norma 2

Comenzamos analizando el caso particular en el que el funcional de regularizacién R(y) se
define como R(y) = “2—2||y — yoll3, con yo = 3,8, un valor cercano al valor verdadero yue = 3.
Como mencionamos previamente, la estimacién inicial utilizada es y(® = 2. En este caso, los
parametros de regularizacion se fijan en A = 1,5 y u = 3,8 para todas las iteraciones, en los tres
casos de Jacobiano evaluados.

La Figura 4.2 muestra las imégenes reconstruidas obtenidas al aplicar el algoritmo GenVarPro
Regularizado. Se observa que las soluciones obtenidas con los tres tipos de Jacobiano proveen
soluciones similares.
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(a) Jacobiano GP (b) Jacobiano KAUF (c¢) Jacobiano RJF

Fig. 4.2: Soluciones de Tikhonov reconstruidas x(y) cuando se conoce y para los tres Jacobianos: (a)
Golub-Pereyra, (b) Kaufman, (¢) Ruano-Jones-Fleming, obtenidas por GenVarPro Regularizado
para el caso de regularizacién via norma 2.

La Figura 4.3 presenta las curvas de convergencia correspondientes a la aplicacién del algoritmo
GenVarPro Regularizado con los distintos Jacobianos. En todos los casos, los errores relativos
de reconstruccién (RRE(x*)) y RRE(y*))) tienden a estabilizarse en niveles similares. Para los
Jacobianos GP y KAUF la cotas de RRE(y(®)) se alcanzan aproximadamente en la quinta iteracién,
mientras que en el caso del Jacobiano RJF existe una semi-convergencia y se requieren alrededor
de diez iteraciones para que la cota se alcance. Esta diferencia puede atribuirse a que RJF es una
aproximacién mas simple y menos precisa del Jacobiano completo, lo cual se refleja en una menor
eficiencia del algoritmo, requiriendo mas iteraciones para alcanzar el mismo nivel de precision.

En la Tabla 4.1 se presentan los valores estimados del parametro y, los cuales son muy cercanos
al valor original, junto con los tiempos de computo (en segundos). Ademds, se incluye el valor de
medida del indice de similitud estructural (SSIM, por sus siglas en inglés), una métrica que evalia
la calidad de la imagen reconstruida con respecto a la imagen original de referencia. Un valor mas
cercano a 1 indica una mejor calidad de imagen. En este caso, los tres Jacobianos generan valores
del indice similares, lo cual justifica que las imdgenes reconstruidas mostradas en la Figura 4.2 sean
similares entre si.

Finalmente, para completar el andlisis de este caso, en la Figura 4.4 se ilustra la importancia
de la regularizacién en y. Comparamos los resultados obtenidos mediante nuestro enfoque con
los obtenidos al omitir el término de regularizacién en y. Sin este término, obtenemos la solucién
trivial y = 0, la funcién objetivo presenta un minimo local en y = 0. En contraste, el enfoque
regularizado logra identificar un minimo local cercano al valor real, lo cual valida la efectividad del
método propuesto.
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Fig. 4.3: Curvas de convergencia del método GenVarPro Regularizado para el caso de regularizacion
via norma 2, utilizando el mismo valor de A\ y u para todas las iteraciones y diferentes Jacobianos:
GP (linea azul), KAUF (linea con guiones verde) y RJF (linea con guiones y puntos roja). La fila
superior contiene los RRE de las soluciones reconstruidas, RRE(x(*)). La fila central contiene RRE
del pardmetro reconstruido y, RRE(y*)). La fila inferior contiene el valor del funcional en cada
iteracién, F(x®), y(*)). Cada columna corresponde a un Jacobiano diferente.

Tab. 4.1: Comparacién de los valores obtenidos del indice SSIM, el y estimado y el tiempo de
ejecuciéon para los tres Jacobianos con GenVarPro Regularizado para el caso de regularizacion via
norma 2.

SSIM  yest CPU time (S)

GP 0.668 3.036 4.19
KAUF 0.668 3.036 4.84
RJF 0.668 3.035 4.42
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Fig. 4.4: Funcién objetivo en funcién de y: (a) resultados preexistentes, (b) nuevos resultados
obtenidos por GenVarPro Regularizado para el caso de regularizacién via norma 2.

4.2.2. Regularizacion via logaritmos

Consideramos ahora el caso en que la funcién de regularizacién es R(y) = — >, <<, ,u? log(y;)-

La estimacién inicial sigue siendo y(©) = 2, pero en este caso los valores fijos utilizados para los
parametros Ay u son 0,425 y 3,8, respectivamente, en los tres Jacobianos. Notar entonces que los
valores de los parametros van a depender del tipo de regularizacion que se utilice. La Figura 4.5
muestra las imagenes reconstruidas obtenidas, donde se observa que los tres Jacobianos generan
resultados visualmente muy similares.

(a) Jacobiano GP (b) Jacobiano KAUF (c) Jacobiano RJF

Fig. 4.5: Soluciones de Tikhonov reconstruidas x(y) cuando se conoce y para los tres Jacobianos: (a)
Golub-Pereyra, (b) Kaufman, (¢) Ruano-Jones-Fleming, obtenidas por GenVarPro Regularizado
para el caso de regularizacién via logaritmos.

La Figura 4.6 presenta las curvas de convergencia correspondientes a aplicar el método Gen-
VarPro Regularizado con los distintos Jacobianos. En los tres casos se alcanzan cotas de error
similares. A diferencia del caso anterior, se realizan 90 iteraciones, debido a que el calculo asociado
al Jacobiano RFJ es mas lento. Aunque GP y KAUF alcanzan convergencia alrededor de la itera-
cién 20, usamos el mismo numero total de iteraciones para facilitar la comparacién. Sus cotas de
error se estabilizan rapidamente, mientras que en RFJ el error en y sigue disminuyendo mas alla
de la iteracion 90, lo que sugiere que podria beneficiarse de mas iteraciones.

La Tabla 4.2 muestra los valores del indice SSIM, las estimaciones de y, muy cercanos al valor
de y real, y los tiempos de computo en segundos. Nuevamente, los tres Jacobianos arrojan valores
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similares del indice SSIM, lo cual respalda la similitud visual observada en las imégenes de la
Figura 4.5.

Siguiendo el mismo anélisis realizado en la seccién anterior, la Figura 4.7 muestra el gréfico de
la funcién objetivo del problema en funcién de y. Se observa que, sin el término de regularizacién
R(y), el modelo converge a la solucién trivial y = 0. En cambio, la inclusién del término logaritmico
permite alcanzar un minimo local cercano al valor verdadero yue = 3.
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Fig. 4.6: Curvas de convergencia del método GenVarPro Regularizado para el caso de regularizacion
via logaritmos, utilizando el mismo valor de A\ y u para todas las iteraciones y diferentes Jacobianos:
GP (linea azul), KAUF (linea con guiones verde) y RJF (Iinea con guiones y puntos roja). La fila
superior contiene los RRE de las soluciones reconstruidas, RRE(x(*)). La fila central contiene RRE
del parametro reconstruido y, RRE(y(k)). La fila inferior contiene el valor del funcional en cada
iteracién, F(x*) y(*)). Cada columna corresponde a un Jacobiano diferente.

Tab. 4.2: Comparacion de los valores obtenidos del indice SSIM, el y estimado y el tiempo de

ejecucién para los tres Jacobianos con GenVarPro Regularizado para el caso de regularizacion via
logaritmos.

SSIM  yest CPU time (s)

GP 0.634 2.995 20.29
KAUF 0.634 2.995 20.86
RJF 0.635 2.927 17.83
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Fig. 4.7: Funcién objetivo en funcién de y: (a) resultados preexistentes, (b) nuevos resultados
obtenidos por GenVarPro Regularizado para el caso de regularizacion via logaritmos.

4.3. Implementacién de GenVarPro Regularizado Inexacto

En esta seccién analizamos los resultados obtenidos mediante el Algoritmo 2 para la tres
variantes de Jacobiano, utilizando los dos pardmetros de regularizacién definidos en (2.3).

4.3.1. Regularizacién via norma 2

Al igual que el caso exacto, comenzamos con el escenario donde R(y) = “;Hy — yoll%, con
yo = 3,8. La estimacién inicial es y(°) = 2, y se fijan los valores de A = 1,5 y yu = 3,8 para los tres
Jacobianos. Las tolerancias utilizadas en el método iterativo LSQR son atol = 1072, btol = 0
y conlim = 108 (valor por default). La Figura 4.8 muestra las imégenes reconstruidas, donde se
observa que los tres enfoques generan resultados similares.

(a) Jacobiano GP (b) Jacobiano KAUF (c) Jacobiano RJF

Fig. 4.8: Soluciones de Tikhonov reconstruidas x(y) cuando se conoce y para los tres Jacobianos: (a)
Golub-Pereyra, (b) Kaufman, (c) Ruano-Jones-Fleming, obtenidas por GenVarPro Regularizado
Inexacto para el caso de regularizacién via norma 2.

La Figura 4.9 presenta las curvas de convergencia obtenidas al aplicar el método GenVarPro
Regularizado Inexacto con los distintos Jacobianos. En los tres casos se alcanzan cotas de errores
similares. Sin embargo, con el Jacobiano KAUF se evidencia un comportamiento oscilatorio en
las curvas de RRE(x(®)) y RRE(y®)). Este fenémeno se debe a que el algoritmo no siempre
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avanza consistentemente en la direccién del minimo de la funcién objetivo. Para mitigar este
comportamiento, trabajos futuros podrian incorporar un hiperparametro de control o que ajuste
el paso en cada iteracién y garantice que el algoritmo descienda en la direccién del minimo. También
se observa nuevamente un fenémeno de semiconvergencia en RRE(y(*)).

La Tabla 4.3 resume los valores del indice SSIM, los valores estimados de y, muy cercanos al
valor original, y los tiempos de cémputo. Estos tiempos son mayores en comparacién con el método
GenVarPro Regularizado exacto, debido a que en cada iteracién se calcula una aproximacién de
x*) mediante LSQR, incrementando el costo computacional. Los tres Jacobianos proporcionan
valores similares del indice SSIM, lo cual justifica la similitud entre las imédgenes reconstruidas
presentadas en la Figura 4.8.
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Fig. 4.9: Curvas de convergencia del método GenVarPro Regularizado Inexacto para el caso de
regularizacién via norma 2, utilizando el mismo valor de A y u para todas las iteraciones y dife-
rentes Jacobianos: GP (linea azul), KAUF (linea con guiones verde) y RJF (linea con guiones y
puntos roja). La fila superior contiene los RRE de las soluciones reconstruidas, RRE(x(®)). La fila
central contiene RRE del pardmetro reconstruido y, RRE(y®)). La fila inferior contiene el valor
del funcional en cada iteracion, F (x(k) , y(k)). Cada columna corresponde a un Jacobiano diferente.
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Tab. 4.3: Comparacién de los valores obtenidos del indice SSIM, el y estimado y el tiempo de ejecu-
cién para los tres Jacobianos con GenVarPro Regularizado Inexacto para el caso de regularizacién
via norma 2.

SSIM  yet CPU time (s)

GP 0.667 3.032 16.62
KAUF 0.667 3.049 17.71
RJF 0.667  3.030 16.71

4.3.2. Regularizacion via logaritmos

Concluimos este andlisis numérico considerando el caso donde R(y) = —> j<r ,u? log(y;)-

Se parte de la estimacién inicial y(©) = 2, y se utilizan los valores A = 0,425 y u = 3,8 para
todos los Jacobianos. Las tolerancias utilizadas en el método iterativo LSQR son atol = 1073,
btol = 0 y conlim = 10% (valor por default), lo que permite mayor precisién en la solucién del
sistema inexacto. La Figura 4.10 muestra las imagenes reconstruidas obtenidas. Vemos que los tres
Jacobianos proveen soluciones similares.

(a) Jacobiano GP (b) Jacobiano KAUF (c) Jacobiano RJF

Fig. 4.10: Soluciones de Tikhonov reconstruidas x(y) cuando se conoce y para los tres Jacobianos:
(a) Golub-Pereyra, (b) Kaufman, (¢) Ruano-Jones-Fleming, obtenidas por GenVarPro Regulariza-
do Inexacto para el caso de regularizacién via logaritmos.

La Figura 4.11 muestra las curvas de convergencia correspondientes a aplicar GenVarPro Re-
gularizado Inexacto con los diferentes Jacobianos. En los tres casos, los errores se estabilizan en
niveles comparables. Al igual que en el caso exacto, se realizan 90 iteraciones para observar el
comportamiento a largo plazo. Para los Jacobianos GP y KAUF, los errores se estabilizan hacia la
iteracién 20, mientras que en el caso RJF, la curva de error en y indica que atin podria mejorar si
se permitiera un mayor nimero de iteraciones. También se observa que el Jacobiano KAUF repite
el patron oscilatorio en RRE(y(k)), el cual podria corregirse con un pardmetro o como se discutié
previamente.

En la Tabla 4.4 se presentan los valores del indice SSIM, los y obtenidos, nuevamente cercanos
al valor de y original, y los tiempos de cémputo en segundos. Como es de esperarse, los tiempos
son més elevados que en la versién exacta del algoritmo debido al uso de LSQR en cada iteracién.
En este caso, los tres Jacobianos generan valores del indice similares, esto justifica por qué las
iméagenes reconstruidas en la Figura 4.10 son parecidas.
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Fig. 4.11: Curvas de convergencia del método GenVarPro Regularizado Inexacto para el caso de
regularizacién via logaritmos, utilizando el mismo valor de A y p para todas las iteraciones y
diferentes Jacobianos: GP (linea azul), KAUF (linea con guiones verde) y RJF (linea con guiones y
puntos roja). La fila superior contiene los RRE de las soluciones reconstruidas, RRE(x(®)). La fila
central contiene RRE del pardmetro reconstruido y, RRE(y®)). La fila inferior contiene el valor
del funcional en cada iteracion, F (x(k) , y(k)). Cada columna corresponde a un Jacobiano diferente.

Tab. 4.4: Comparacién de los valores obtenidos del indice SSIM, el y estimado y el tiempo de ejecu-

cién para los tres Jacobianos con GenVarPro Regularizado Inexacto para el caso de regularizacién
via logaritmos.

SSIM  yet CPU time (s)
GP 0.636 2.99 129.20
KAUF 0.636 3.01 123.06
RJF 0.637 2.93 105.61
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4.4. Comparacién de resultados

En esta seccién resumimos y comparamos los resultados obtenidos al aplicar los Algoritmos 1
y 2. El objetivo es comparar el desempeno tanto en términos de calidad de reconstruccién como
de robustez frente a errores y eficiencia computacional.

4.4.1. Resultados GenVarPro Regularizado

Regularizacion cuadratica: Esta eleccién impone una penalizacién simétrica y estrictamente con-
vexa alrededor del valor inicial yq, favoreciendo soluciones cercanas a este punto. En las pruebas
realizadas, esta regularizacién condujo a una estimacién del parametro y relativamente estable.
Las imégenes reconstruidas fueron suaves, con una ligera pérdida de detalles finos.

Regularizacion logaritmica: FEsta forma de penalizacién introdujo un sesgo mas adaptativo, pena-
lizando con mayor intensidad desviaciones en direcciones especificas. Como resultado, la estimacién
de y fue mas precisa en los experimentos realizados, logrando converger mas cerca del valor real
incluso en presencia de ruido. Las reconstrucciones presentaron mejor preservacion de bordes y
estructuras, aunque el método fue mas sensible a la eleccién de A\, ademds de generar un costo
computacional mucho mayor.

4.4.2. Resultados GenVarPro Regularizado Inexacto

Regularizacién cuadratica: Al igual que en el caso exacto, esta regularizacién proporcioné un
comportamiento estable y controlado para y. La calidad de la reconstruccién fue similar al caso
exacto.

Regularizacion logaritmica: El uso de esta regularizacién en el esquema inexacto resultd ser mas
costosa computacionalmente. Las reconstrucciones obtenidas conservaron mejor los detalles, aun-
que el método fue mas sensible a perturbaciones numéricas y a la calidad de la aproximacién de x
en cada iteracién.

En resumen, la regularizacién logaritmica sobre y ofrecié mejores resultados en términos de
fidelidad de la reconstruccién y precisién en la estimacion del desenfoque, a costa de una mayor
sensibilidad y tiempo computacional. La regularizacién cuadrética, en cambio, fue mas robusta y
sencilla de implementar, pero con un sesgo mas fuerte hacia el valor inicial yy.



5. CONCLUSIONES

En esta tesis abordamos el problema de la deconvolucién semiciega de imagenes desen-
focadas mediante la extension del método de proyeccién de variables (VarPro). Propusimos
una generalizacién de este enfoque para tratar problemas inversos no lineales separables
con regularizacién de Tikhonov en forma general, incorporando términos regularizantes
sobre los parametros del operador de desenfoque. En particular, desarrollamos variantes
del método que permitieron introducir dos tipos de regularizacién sobre dichos pardametros:
una penalizacién cuadratica y una penalizacién logaritmica.

Asimismo, analizamos el impacto de distintas elecciones para el calculo del Jacobiano,
y evaluamos dos estrategias para resolver el subproblema interno: mediante soluciones
exactas y utilizando el método iterativo LSQR para obtener soluciones aproximadas. Para
mejorar la eficiencia computacional, implementamos técnicas basadas en descomposiciones
espectrales que permitieron calcular de forma eficiente tanto el Jacobiano como el residuo
en problemas con operadores estructurados.

Presentamos un anilisis de convergencia local del algoritmo VarPro regularizado, en el
caso en que se utiliza un Jacobiano de tipo Golub-Pereyra y se resuelve de forma exacta
el subproblema interno. Bajo hipdtesis de diferenciabilidad y continuidad Lipschitz de
los operadores involucrados, demostramos que bajo condiciones adecuadas, el algoritmo
puede alcanzar tasas de convergencia superlineales e incluso cuadraticas. Esta contribucion
amplia el marco tedrico existente y proporciona fundamentos sélidos para el anélisis y la
aplicacién de métodos de proyeccion en problemas inversos regularizados.

Finalmente, llevamos a cabo experimentos numéricos aplicando las variantes propues-
tas al problema de deconvolucién semiciega, con el objetivo de evaluar la calidad de re-
construccion y la velocidad de convergencia de los métodos. Implementamos los algoritmos
en entornos sintéticos utilizando Google Colaboratory. Los resultados obtenidos muestran
que el enfoque propuesto permite estimar de forma conjunta tanto la imagen original co-
mo los parametros del desenfoque, y que la regularizacién adicional sobre estos tltimos
contribuye significativamente a mejorar la estabilidad frente al ruido y al mal condicio-
namiento del operador. En particular, observamos que una elecciéon adecuada del término
de regularizacién es crucial para garantizar la precisién de la reconstruccién. Ademds, la
similitud en los errores relativos entre las distintas variantes sugiere que el algoritmo es
robusto y confiable. Cabe sefialar que en este trabajo asumimos que los pardmetros de re-
gularizacién son conocidos y se mantienen fijos a lo largo de las iteraciones. Segin nuestra
experiencia, esta eleccién conduce a buenas tasas de convergencia; no obstante, determinar
con antelacién valores 6ptimos puede resultar dificil en la practica.

En conjunto, este trabajo aporta herramientas tedricas y computacionales para el trata-
miento robusto de problemas de restauracién de imagenes desenfocadas, integrando técni-
cas de optimizacién no lineal, regularizaciéon y dlgebra lineal numérica.

5.1. Trabajos a futuro
Como lineas futuras de trabajo, proponemos investigar esquemas adaptativos para la seleccion

automaética de los pardmetros de regularizacién, con el fin de optimizar la calidad de la reconstruc-
cién sin necesidad de ajuste manual. Asimismo, resulta relevante extender los métodos desarrollados
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a problemas tridimensionales y a operadores mas complejos, propios de aplicaciones avanzadas en
microscopia, astrofisica u otros campos.

En el caso particular de los métodos inexactos, es importante experimentar con nuevas estrate-
gias para la eleccién de tolerancias en el calculo de soluciones aproximadas, buscando un equilibrio
entre eficiencia computacional y precisién.

Otra linea de estudio es la incorporacién de un hiperparametro en la iteracién de los algorit-
mos, que garantice un descenso controlado del funcional objetivo, asegurando la convergencia y
estabilidad del algoritmo durante la iteracién.

Ademds, resulta de gran interés explorar estrategias avanzadas de precondicionamiento y para-
lelizaciéon, que permitan escalar los métodos propuestos para abordar problemas de gran dimensién
y con alta complejidad computacional.

Finalmente, sigue siendo un desafio y una oportunidad profundizar en el analisis teérico de las
variantes aproximadas del algoritmo, incluyendo aspectos de convergencia y comportamiento en
presencia de ruido y regularizacién no estandar.
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