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CAUSAL MACHINE LEARNING PARA EVALUACI(’)N DE
EFECTOS CAUSALES HETEROGENEOS

Esta tesis realiza una comparacion de modelos de aprendizaje automatico para la esti-
macioén de efectos causales que varian entre individuos. La motivacion central consistié
en extender los andlisis del influyente articulo de Jennifer Hill “Bayesian Nonparametric
Modeling for Causal Inference” (2011) a un conjunto de modelos mas modernos, que inclu-
yen Bayesian Additive Regression Trees (BART), Causal Forest (CF) y Bayesian Causal
Forest (BCF).

La evaluacién de modelos se basd en el uso de datasets semi-sintéticos, construidos a
partir de covariables reales del estudio “Infant Health and Development Program” (IHDP).
Siguiendo el enfoque de Hill, se simularon los resultados para crear escenarios controlados
donde los efectos causales verdaderos eran conocidos. Se disenaron diferentes tipos de
superficies de respuesta, con el objetivo de evaluar efectos causales tanto homogéneos
como heterogéneos. El rendimiento de los modelos se midié utilizando métricas como el
error absoluto para el efecto promedio (ATE), el error cuadratico medio del efecto causal
individual (ITE) y la cobertura de los intervalos de confianza estimados para los efectos
causales individuales.

En la estimacién del efecto causal promedio (ATE), todos los modelos alcanzaron un des-
empenio satisfactorio, siendo BART el méas destacado en todos los escenarios. En cambio,
BCF mostré un rendimiento desigual, con buenos resultados en ciertas zonas del espacio de
datos y un desempeno deficiente en otras, mientras que CF presenté un poder predictivo
limitado y un error superior al de los demas métodos.

La tesis concluye enfatizando que la evaluacién de modelos causales alternativos es un pre-
rrequisito ineludible, tanto para la seleccién de variables de control previa a la estimacién
como para la toma de decisiones posterior. Se argumenta que la disciplina de la inferencia
causal estd actualmente limitada por el alto costo computacional de evaluar estas estruc-
turas causales, y postula que su futuro depende del desarrollo de métodos eficientes que
permitan ponderar la probabilidad de diferentes modelos a la luz de la evidencia empirica.

Palabras clave: Inferencia Causal, Efectos Causales Heterogéneos, Machine Learning
Causal, Bayesian Additive Regression Trees, Causal Forest, Bayesian Causal Forest, Da-
taset THDP.
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1. INTRODUCCION

Todas las ciencias empiricas desarrollan teorias causales para explicar la naturaleza del
mundo. Este proceso las conduce a formularse preguntas como: ;Tiene un tratamiento el
efecto esperado para curar una enfermedad? ;Es efectiva una promocién para aumentar
las ventas? Usualmente, estas preguntas dan lugar a otras, directamente relacionadas a la
heterogeneidad de la poblacién a estudiar: ;El tratamiento mejora la condicién de todos los
pacientes por igual, o varia segin ciertas caracteristicas como edad o género? ;Cuéles son
las caracteristicas de los clientes que se ven atraidos en mayor medida por la promocién?

Hubo que esperar hasta finales del siglo XX para que comenzara a desarrollarse un lenguaje
estadistico especifico para responder este tipo de preguntas, distinguiendo correctamen-
te las correlaciones espurias de las relaciones estrictamente causales [1]. En los ultimos
anos se han puesto a prueba una gran cantidad de algoritmos de aprendizaje automatico
en competencias de datos desarrolladas especificamente para evaluar el desempeno en la
estimacién de efectos causales heterogéneos, es decir, efectos que varian segun las carac-
teristicas de los individuos [2,3].

Para razonar sobre el valor real de las variables que permanecen ocultas en los sistemas
naturales, todas las ciencias empiricas, desde la fisica hasta las ciencias sociales, desarrollan
argumentos (o modelos) causales mediante los cuales interpretan los datos observados,
permitiéndoles usarlos como indicadores de las variables ocultas. Tanto los posibles valores
de las variables ocultas como los argumentos o modelos causales alternativos son hipdtesis
que deben ser evaluadas en base a la evidencia mediante la aplicacién estricta de las reglas
de la probabilidad, las cuales componen el sistema de razonamiento para contextos de
incertidumbre.

El problema fundamental de todas las ciencias basadas en datos es conocer el valor
real de las variables que permanecen ocultas en los sistemas naturales abiertos.

En esta tesis se propone comparar distintos enfoques para la estimacion de efectos cau-
sales. Comprender en qué circunstancias cada método resulta méas adecuado, y bajo qué
condiciones sus estimaciones pueden ser confiables, es fundamental para avanzar en el uso
riguroso y aplicado de la inferencia causal en dominios empiricos.

1.1. Sistema de razonamiento en contexto de incertidumbre

Las reglas de la probabilidad comenzaron a usarse a finales del siglo XVIII y desde en-
tonces han sido adoptadas por todas las ciencias empiricas para razonar en contextos de
incertidumbre. Aunque existen varios sistemas axiomaticos alternativos, desarrollados en
el siglo XX, en todos los casos se llega a las mismas dos reglas.

Por un lado, la prediccién a prior: del préximo dato se realiza mediante la distribucién
de probabilidad marginal dada por la Ecuacién 1.1, que calcula la probabilidad de la
siguiente posible observacién d con la contribuciéon de todas las hipétesis mutuamente
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contradictorias: la suma de la creencia previa conjunta entre el valor que se quiere predecir
d y cada una de las hipdtesis o universos paralelos, h.

P(D=d)=)» P(H=hD=d) (1.1)
h

Por otro lado, la actualizacién de creencias sobre las hipdtesis h dada la evidencia d
se realiza mediante la distribucién condicional dada por la Ecuacién 1.2, a través de la
cual se preserva la creencia previa conjunta sobre la hipétesis H = h que sigue siendo
compatible con el dato observado d, P(H = h,D = d). El denominador representa la
creencia total que se logré preservar, y funciona como normalizador para que la nueva
creencia P(H = h|D = d) siga integrando 1.

P(H =h,D = d)
P(D =d)

P(H =h|D =d) = , (1.2)

Por su parte, el renombrado Teorema de Bayes (1.3) no es mds que una consecuencia
directa de las reglas de la probabilidad ya mencionadas, y es simplemente una forma
alternativa de expresar la distribucién condicional con la cual se actualizan las creencias.
En el Teorema de Bayes la creencia previa conjunta P(H = d,D = d) se descompone
como el producto entre la prediccién a priori que hace la hipétesis del dato observado y la
creencia a priori de la hipdtesis, lo que se formaliza en la Ecuacién 1.3.

Verosimilitud Prior

P(Datos | Hipétesis) P(Hipétesis )

[ 1.3
(Hip6tesis | Datos) P(Datos ) )
Posterior T
Evidencia

De esta manera, el conocimiento sobre el valor real de las wvariables ocultas se actualiza
dindmicamente, sujeto a revisién continua a medida que se acumula nueva informacion.

1.2. Evaluacién de hipdtesis al interior de modelos causales

Para actualizar la creencia sobre las variables ocultas en base a la evidencia es fundamental
contar con un modelo causal que permita interpretar los datos y razonar sobre los posibles
valores de las variables ocultas. Es por esto que, en la practica, la evaluacién de hipdtesis
H a partir de datos D se realiza siempre mediante un modelo M que vincula las hipotesis
ocultas con los datos observados. Aunque en la formulacién bésica del Teorema de Bayes
(1.3) esta dependencia se deja implicita, es importante hacerla explicita pues es funda-
mental, especialmente para el area de inferencia causal. Una formulacién completa del
Teorema de Bayes, entonces, debe incorporar explicitamente el modelo en el condicional,
tal como se formaliza en la Ecuaciéon 1.4.

Verosimilitud Prior
P(Datos | Hipé6tesis;, Modelo) P(Hipdétesis;| Modelo)
P(Datos | Modelo)

P(Hipétesis,| Datos, Modelo) =

Posterior —~
Evidencia

(1.4)
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La formulacién 1.4 deja en claro que la inferencia depende del modelo. Si bien en aprendi-
zaje automatico no se proponen modelos causales, los modelos también inducen sesgo en el
resultado justamente porque permiten resolver los problemas inversos P(Hip6tesis | Datos)
a través de lo que se conoce como inductive bias (sesgo inductivo). Incluso los modelos mas
flexibles, como las redes neuronales profundas, introducen sesgos inductivos relevantes. Por
ejemplo, las redes convolucionales fueron exitosas en vision gracias a que introducen una
estructura local y una invariancia ante traslaciones que las hace particularmente eficaces
en el procesamiento de imagenes [4].

En las ciencias empiricas estos sesgos inductivos suelen adoptar la forma de argumentos
causales, es decir, procesos generativos que funcionan como hipétesis de la realidad causal
subyacente que genera los datos observados. Estas hipdtesis se especifican matematicamen-
te mediante relaciones causales probabilisticas (distribuciones condicionales entre causas
y efectos), que pueden representarse mediante grafos dirigidos aciclicos (DAGs).

Dado que los argumentos causales son hipétesis sobre los procesos generativos ocultos,
,como se pueden evaluar los argumentos causales alternativos?

1.3. Evaluacion de modelos causales alternativos

Los modelos o argumentos causales alternativos constituyen hipétesis de alto nivel en las
que las variables no observadas permanecen implicitas dentro de su formulacion, y por lo
tanto pueden ser evaluados en base a la evidencia mediante las reglas de la probabilidad, es
decir, a través del ya mencionado sistema de razonamiento en contextos de incertidumbre.
Dado que los modelos son hipdtesis, es posible usar el Teorema de Bayes para evaluar los
argumentos causales alternativos, tal como se explicita en la Ecuacién 1.5.

. . Prior de
Evidencia modelos
P(Datos | Modelo;) P(Modelo;)
P(Modelo;| Datos) = . 1.5
( il ) P(Datos) (15)
Posterior —
de modelos Prediccion con la contribucién

de todos los modelos

Es importante notar cémo en el caso de la Ecuacion 1.5 ya no se estd considerando cual
es la probabilidad de una causa dada una consecuencia, sino qué narrativa causal es méds
plausible dada la evidencia observada.

Para ejemplificar se revisa un caso sencillo: Un regalo estd oculto detras de una de tres
cajas, representada por r € {1,2,3}. Una persona selecciona una de las cajas, ¢ € {1,2, 3},
y luego otra persona, que conoce la ubicacién del regalo, abrird una de las cajas que no
lo contiene, s € {1,2,3}, cumpliendo que s # r.

Esta informacion define un modelo causal generativo que se denomina Modelo “Base”
(Mp). Si ademés se impone la restriccién adicional de que la caja que se abre no puede
coincidir con la caja elegida, es decir, s # ¢, se obtiene un modelo causal alternativo, deno-
minado Modelo “Monty Hall” (M7). Ambos modelos generativos se representan matemati-
camente en la Figura 1.1, utilizando la notacién de redes bayesianas [5]. Al especificar las
distribuciones de probabilidad condicional P(r), P(c) y P(s | r,c), se define implicitamen-
te la distribucién de probabilidad conjunta, que es suficiente para razonar en contextos de
incertidumbre. Las redes bayesianas, que emplean estas distribuciones condicionales para
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representar mecanismos entre causas y efectos, poseen propiedades fundamentales para la
inferencia causal, como la modularidad y el flujo de asociacién, que se analizardn a lo largo
de la tesis.

s#Er S#ETr, s#cC
a Modelo Base (M) b Modelo Monty Hall (M)

Fig. 1.1: Especificacién de modelos causales alternativos (restricciones a priori)

Con el objetivo de simplificar el andlisis, se considera que la caja elegida es ¢ = 1. A
partir del producto de las probabilidades condicionales —definidas bajo el criterio de
méxima incertidumbre dado el conocimiento disponible [6]— se obtienen las distribuciones
de probabilidad conjunta de la Tabla 1.1.

P(r,s|le =1, My) P(r,sle =1, M)
r1 r9 r3 r1 r9 r3
si| 0 | 1/6 | 1/6 si| 0 | 0 ] 0
52| 1/6 | 0 | 1/6 52| 1/6 | 0 | 1/3
s3] 1/6 | 1/6 | 0 s3] 1/6 | 1/3 ] 0

Tab. 1.1: Probabilidad conjunta a priori, maxima incertidumbre dada la restricciones de los mo-
delos causales, en el caso de que la caja elegida sea ¢ = 1.

Para actualizar creencias a medida que llega nueva informacién simplemente se preserva la
creencia previa que sigue siendo compatible con el nuevo dato. Por ejemplo, si la persona
que conoce la posicién del regalo abre la caja s = 2, simplemente se debe preservar la
creencia conjunta a priori que sigue siendo compatible con el dato (el renglén s = 2, ver
Figura 1.2), y re-normalizarla para que sume 1 (que represente el 100 % del espacio de
probabilidad), que es exactamente lo que realiza el Teorema de Bayes.

1/2 0 1/2 1/3 0 2/3
aP(rls=2,c=1, M) b P(rls =2,c=1,M)

Fig. 1.2: Distribucién de probabilidad a posterior dado el dato s = 2 y el modelo.

Diferentes modelos conducen a distintas conclusiones, por lo que vale preguntarse: ;Cual
es la conclusién correcta? ;Cudl es el modelo causal correcto? Para evaluarlos se computa
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la distribucién a posteriori de los modelos en un conjunto de datos. Si el conjunto de datos
se obtuvo mediante el modelo generativo Monty Hall, el resultado sera que el posterior de
los modelos alcanza una certidumbre relativa en tan solo una veintena de episodios, como
se muestra en la Figura 1.3.

1.04

0.8

0.6 Realidad causal: Monty Hall

Probabilidad de los modelos:
—— MO: Base
0.41 M1: Monty Hall

P( Modelo | Datos )

0.2

0.01

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Episodio

Fig. 1.3: Posterior de los modelos Base y Monty Hall en el tiempo en base a datos generados con
el modelo Monty Hall.

En este contexto, ;Es posible proponer otro modelo que tenga mejor desempeno que el
modelo causal que se corresponde con la realidad causal subyacente? La respuesta es
no [7]. El elemento que actualiza la creencia sobre los modelos es la prediccién a priori que
el modelo hace de los datos observados, P(Datos|Modelo), o evidencia.

La entropia cruzada (1.6) es una métrica que consiste en una transformaciéon monétona de
la evidencia: el negativo de su media geométrica medido en escala logaritmica. Maximizar
la tasa de prediccién (o media geométrica) coincide con minimizar la entropia cruzada, y
esto ocurre cuando los modelos causales se corresponden con la realidad causal subyacente.

H(R,M) = Z P(c, s,r|Realidad Causal) - (—log P(c, s,7|Modelo Causal)) (1.6)

ot Probabilidad de que _ Informacién en
se genere el dato ordenes de magnitud
Entropia cruzada

Tasa de informacién del sistema de comunicacién

La ventaja de los modelos causales radica justamente en su capacidad predictiva, que se
adapta a los diferentes contextos como intervenciones externas que modifican mecanismos
causales especificos, aqui representados como distribuciones de probabilidad condicional.

1.4. Objetivos

La motivacion central de esta tesis ha sido:

= Estudiar el drea de inferencia causal en general;
= Caracterizar el estado actual de la disciplina;
= Implementar modelos del estado del arte;
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s Discutir las limitaciones actuales de la inferencia causal.

En particular, el objetivo de implementacién propuesto fue extender los analisis del articulo
Bayesian Nonparametric Modeling for Causal Inference a un grupo de modelos que son
considerados actualmente estado del arte para la estimacién de efectos causales, poniendo
a prueba escenarios desde mas simples a mas complejos con distintos tipos de efecto
causal, comparando el desempetio predictivo en contextos con efectos causales homogéneos
y heterogéneos.



2. INFERENCIA CAUSAL

2.1. La paradoja de Simpson y su solucion

Para estimar el efecto causal de datos observados sin intervenciones es necesario interpretar
los datos mediante un modelo causal. Se ejemplifica con un caso donde se tienen 3 variables:

e Estado inicial: Ey € {Leve (0), Severo (1)}
e Tratamiento: Z € {Sin tratamiento (0), Tratado (1)}
e Estado final: E; € {Leve (0), Severo (1)}

A partir de los datos recolectados se pretende responder si el tratamiento es efectivo para
mejorar el estado del paciente. Para ello, se propone estimar las probabilidades presentes
en la Tabla 2.1. En la 1dltima fila se almacena la probabilidad de terminar en estado severo
FEq dado el estado inicial Ey, diferenciando entre grupo de tratamiento y de control. En
las primeras dos columnas se condiciona por el estado inicial del paciente, mientras que
en la dltima columna se condiciona tnicamente por grupo de tratamiento o de control.

Tab. 2.1: Probabilidades conjuntas estimadas para el experimento
Ey=0 Ey=1
Z=0| PE1=1Z=0,Ey=0) PE,=1Z=0,Ey=1) P(Ey=1|Z=0)

Z=1| P(E1=1Z=1,Ey=0) P(E =1Z=1E=1) P(Ey =1|Z =1)

P(E1=1|Z=1,E(=0) P(E1=1|Z=1,Ey=1) P(E1=1|Z=1)
—P(E1=1|Z=0,E,=0) —P(E1=1|Z=0,Ep=1) —P(E1=1|Z=0)

En la Tabla 2.2 se exhiben los datos recolectados para este experimento.

Tab. 2.2: Simulacién de datos para el experimento de ejemplo

Ey=0 Ey=1
-0 15% 30 % 16 %
210/1400 30/100 240/1500
71 10% 20 % 19%
5/50 100/500 105/550
—5% —-10% +4%

Notar que al condicionar por el estado inicial, tanto para estado inicial leve como severo, la
probabilidad estimada de terminar en estado severo se reduce si se aplica el tratamiento,
tal como se calcula en las Ecuaciones 2.1 y 2.2. Este resultado sugiere que en ambos casos
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el tratamiento es efectivo para mejorar el estado de los pacientes.

P(E,=1|Z=1,Ey=0)— P(E, =1|Z =0,E; = 0) = —0,05 (2.1)
P(E,=1Z=1,Ey=1)—P(E1=1Z=0,Ey=1) = —0,10 (2.2)

Sin embargo, al evaluar la probabilidad del estado final sin condicionar sobre el estado
inicial (2.3), se observa que el tratamiento aumenta la proporcién de personas en estado
final severo.

P(Ey,=1|Z=1)-P(E; =1|Z =0) =0,04 (2.3)
Esta inversion del efecto se conoce como paradoja de Simpson. ;Cudl es el efecto causal
del tratamiento? ;El tratamiento es o no es efectivo?

La respuesta emerge naturalmente cuando se propone un modelo causal que permita in-
terpretar los datos observados. En este caso se propone una estructura causal en la que
el tratamiento depende del estado inicial y el estado final depende del estado inicial y
el tratamiento, lo que se representa en el grafo de la Figura 2.1. Con esta estructura se
pueden reconstruir las distribuciones de probabilidad condicional. La poblacién total es
de 2050 personas, de las cuales 1450 tienen estado inicial leve y 600 tienen estado inicial
severo. De las 1450 personas con estado inicial leve, solo a 50 se les aplica el tratamiento,
mientras que de las 600 personas con estado inicial severo a 500 se les aplica el tratamien-
to. Con esta informacién, los porcentajes que se muestran en las tablas a la derecha de
la Figura 2.1 representan la estimacién de la probabilidad de los posibles outcomes para
cada grupo.

P(E, .
( 0) IS N P(EI‘Z, E‘O)

| 1450/2050 | 600/2050 | (Eo=0) | &1 = 1=
Z=0] 085 | 0,15

2 7 =1 1
P(Z|Ey) AN 0,90 0,10
‘ Z =0 ‘ 7 =1 ‘ (Ep=1) E1:O Elzl

i: Individuos | Z =0 0,70 0,30

Vs

Z=1| 080 | 0,20

Ep =0 | 1400/1450 | 50/1450
Ey=11] 100/600 | 500/600

Fig. 2.1: Estructura causal subyacente propuesta para interpretar los datos observados, junto con
las estimaciones de probabilidades condicionales inducidas por la estructura causal pro-
puesta. La placa indica que esa misma estructura causal aplica para cada individuo de
forma independiente.

Teniendo en cuenta los resultados de las tablas en la derecha de la Figura 2.1 y la es-
tructura causal propuesta, se puede concluir que el tratamiento es efectivo para tratar la
enfermedad: en el caso en que el estado inicial del individuo era leve (arriba) la probabili-
dad de desarrollar un estado final severo es un 5% menor para el grupo tratado, mientras
que para los individuos con estado inicial severo (abajo) la probabilidad de desarrollar
estado final severo es un 10 % menor.

Proponer un modelo causal es fundamental para interpretar los efectos causales.
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2.2. Intervenciones y efectos causales

Las intervenciones causales modifican la realidad causal subyacente, pues al asignar un
valor determinado al tratamiento modifican el mecanismo causal con el que se genera na-
turalmente esa variable. En términos matemaéticos, las intervenciones se expresan mediante
el do-operator (2.4).

P(Ey|do(Z = 2)) (2.4)

El operador do(Z = z) representa una intervencién en el mecanismo causal generativo de
la variable Z, es decir, en su distribucién de probabilidad condicional. Una intervencién
que asigna a la variable Z el valor z, do(Z = z), no es mas que una modificacién de la
distribucién de probabilidad condicional de esa variable por una funcién indicadora que
asigna probabilidad 1 cuando Z = z y 0 en caso contrario. Esto produce un modelo gene-
rativo intervenido, denominado M., en el cual la distribucién de probabilidad condicional
de la variable Z pasa a estar dado por la Ecuacion 2.5.

Pu,(2) =1(Z = 2) (2.5)

El resto de las distribuciones condicionales del modelo intervenido M, permanecen iguales
al modelo original, como se visualiza en la Figura 2.2. Esta propiedad de las redes causales
se conoce como modularidad.

Ey
Py, (Z) =1(Z = 2)
P, (Ey) = P(Ey) \
PMZ(E1’Z, Eo) = P(El‘Z, Ey) 7 B,
i IndividuosJ

=

Fig. 2.2: Estructura causal intervenida para el ejemplo de la Tabla 2.1

Los experimentos aleatorizados son el método considerado més seguro para estimar efectos
causales y son el estandar utilizado en la actualidad para la aprobaciéon de nuevos medi-
camentos de la industria farmacéutica. En un experimento aleatorizado se remplazaria
la distribucién de probabilidad condicional original de Z por una distribucién Bernoulli.
Tanto en los experimentos aleatorizados como en las intervenciones deterministas como la
descrita, resulta fundamental que la variable tratamiento pierda la dependencia con sus
causas. Por lo tanto, la definicién de efecto causal queda definida en la Ecuacion 2.6, donde
M., representa el modelo causal modificado.

P(Eq|do(Z = 2)) = Py, (Er|Z = =) (2.6)
En particular, el valor del efecto causal se computa como en la Ecuacion 2.7.

P(Ey = e1|do(Z = 2)) = Y _ Par(eo, z,e1) = Y _ Pea]eq, 2) Pleq). (2.7)
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2.3. Flujo de asociacién en estructuras causales

Para estimar un efecto causal P(F1|do(Z)) usando datos observados sin intervenciones es
necesario eliminar las correlaciones espurias entre el tratamiento y la variable objetivo.
Para saber como cortar la correlaciéon espuria en general, se revisa primero el flujo de
asociacién en las tres estructuras elementales: el fork, el pipe y el collider, las cuales se
definen a continuacion.

2.3.1. Fork

La estructura basica del fork y su distribucién de probabilidad conjunta se visualizan en
la Figura 2.3, donde x, y y w son variables cualquiera.

r «<—— W —>» Y
P(z,w,y) = P(w)P(z|w)P(y|w)

Fig. 2.3: Fork

En el fork, las variables ubicadas en los extremos, x e y, se vuelven independientes al
condicionar por la causa comun. La expresién matemadtica de este comportamiento se
encuentra en la Ecuacién 2.8, donde se observa que w corta el flujo de asociacion entre x

ey.

Pw) P(x|w) P(y|w)
P(apho) = ZLEBLOD _ picluy g 28)
Cuando no se condiciona por w, las variables no son independientes. Para demostrarlo es
suficiente mostrar un contraejemplo: en la Figura 2.4 se definen las distribuciones de pro-
babilidad condicional para cada variable y se generan datos aleatorios: w es una Bernoulli
y las variables de los extremos son normales que estdn centradas en 4w.

Bern(0,5)

w
/\/’(1‘4117,% %(y&/.y 1)
T Yy

> 2
0
2

Fig. 2.4: Efecto causal de la estructura Fork: Al no condicionar por w existe una relacién entre x
e y, pero al hacerlo se vuelven independientes.

2.3.2. Pipe

La estructura del pipe y su distribucién de probabilidad conjunta se visualizan en la
Figura 2.5, donde x, y y w son variables cualquiera.

En los pipe los elementos de los extremos, x e ¥, también son independientes al condicionar
por el mediador w. Esto se representa matematicamente en la Ecuacién 2.9, donde se
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r—w —>Y
P(z,w,y) = P(z)P(w|z)P(y|w)

Fig. 2.5: Pipe

observa que el mediador w corta el flujo de asociacién entre x e y.

Playylu) = PO EOR) _ ZEEED ) — pafu) Pty (29)

Cuando no se condiciona por w, las variables no son independientes. Para demostrarlo se
exhibe un contraejemplo: en la Figura 2.6 se definen las distribuciones de probabilidad
condicional para cada variable y se generan datos: x es una Gaussiana, w una indicadora
que se activa cuando = > 0 e y es una normal centrada en w.

Fig. 2.6: Efecto causal de la estructura pipe: cuando no se condiciona por w existe una relacién
entre x e y, mientras que al hacerlo las variables de los extremos se vuelven independientes.

2.3.3. Collider

La estructura del collider y su distribucién de probabilidad conjunta se visualizan en la
Figura 2.7, donde x, y y w son variables cualquiera.

r— W <«— Y
P(z,w,y) = P(z)P(y)P(w|z,y)

Fig. 2.7: Collider

A diferencia de los fork y los pipe, los elementos de los extremos en una estructura collider
donde x e y son causas simultdneas de una variable w son independientes entre si cuando
no se condiciona por la consecuencia comun. Esto se formaliza en la Ecuacion 2.10, donde
se muestra que al no contar con la informacion de la consecuencia comin w no existe flujo
de asociacion entre x e y.

P(z,y) =)  P(z)P(y)P(wlz,y) = P(x)P(y)WZ P(x)P(y) (2.10)

Sin embargo, al condicionar por ella se abre el flujo de asociacién entre las causas comu-
nes, haciéndolas no independientes. Para demostrarlo se exhibe un contraejemplo: en la
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Figura 2.8 se definen las distribuciones de probabilidad condicional para cada variable y
se generan datos: x e y son Gaussianas independientes y la consecuencia comtin w es una
indicadora que se activa cuando x + y > 0.

N(2/0,1) N (y|0,1)
T 1
T Y > 0

I(w= (2 +y>0)

Fig. 2.8: A diferencia de lo que ocurre con los fork y pipe, en los collider cuando no se condiciona
por w no existe una relaciéon entre z e y, mientras que al hacerlo las variables de los
extremos dejan de ser independientes. Ocurre lo mismo si se condiciona sobre alguna
consecuencia de w.

2.3.4. d-separation

En la Tabla 2.3 se puede ver un resumen de las estructuras bésicas en el flujo de asociacién,
donde el simbolo L denota independencia entre variables.

Tab. 2.3: Resumen de las estructuras basicas del flujo de asociacién

Intermedio Intermedio
no observable observable

Fork: z <+ w—vy x Ky z 1 ylw
Pipe: z—>w—y x My z 1 ylw
Collider: =z —w <y zlly x4 ylw

El comportamiento de estas tres estructuras permite determinar cuando los extremos de
una cadena estan asociados.

Definicién 2.3.1 (d-separation). Hay asociacion entre los extremos de una cadena
(camino d-conectado) si se cumplen simultaneamente las siguientes condiciones.

e Todas las consecuencias comunes o colliders (o sus descendientes) son observables
o Ninguna otra variable es observable

Y no hay asociacion (camino “d-separado”) cuando no se cumple alguna de las condicio-
nes, es decir, cuando al menos un collider no es observado o al menos otra variable es
observada.

2.3.5. Regla general

Finalmente, el criterio de d-separacién permite determinar cuando esta abierto o cerrado
el flujo de asociacion entre dos variables en cualquier tipo de estructura causal. En la
Figura 2.9 las variables Z e Y estan conectados por varios caminos, los cuales pueden
verse en detalle en la Figura 2.10.
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Z

Fig. 2.9: Ejemplo de estructura causal compleja entre Z e Y

O ()
O —(—®
O —(—®

O—(—®

Fig. 2.10: Caminos que conectan al tratamiento z y al outcome y en el ejemplo de la Figura 2.9

Luego, Z e Y son independientes dado un conjunto de variables @ si y solo si @ d-separa
a Z e Y en todos los caminos que conectan a Z e Y. Por ejemplo, el conjunto Q =
{X3, Wy, W3} cierra todos los caminos entre Z e Y. Esto se formaliza en la Ecuacién 2.11.

Y UL Z| X3, W, W3 (2.11)

2.4. Identificacion de efectos causales: backdoor y adjustment formula

Uno de los objetivos principales del area de inferencia causal es estimar efectos causales
en datos observados en los que no se ejecuté ningin tipo de experimento aleatorizado.
Intuitivamente, las asociaciones espurias entre las variables tratamiento y objetivo, Z e
Y, circulan a través de todos los caminos ascendentes (no causales) que van de Z a Y.
Por otro lado, la asociacién no espuria entre Z e Y fluye por los caminos causales (de
estructura pipe, descendente en todos los saltos) que conectan Z e Y. Esto motiva la
definicién del criterio backdoor para definir variables de control, de acuerdo a la definicion
dada por Judea Pearl en su libro Causality (2009) [5].
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Definicién 2.4.1 (Backdoor criterion). Un conjunto de variables Q satisface el back-
door criterion relativo a las variables Y y Z en un DAG si:

» Q cierra todos los caminos ascendentes de Z e Y (caminos no causales).
= Q no contiene ninguna variable descendente de Z a'Y (caminos causales).

Cuando se tiene un conjunto de variables de control que cumple con el criterio backdoor
vale el Teorema 2.4.1, nuevamente tal como lo definié Pearl [5].

Teorema 2.4.1 (Adjustment Formula). Si un conjunto de variables Q cumple con el
criterio backdoor entre Z e Y, entonces el efecto causal de Z en'Y es identificable a través
de la Formula 2.12.

P(Y = yldo(Z = 2)) = Par.(Y = 4|7 = 2)
=> Pu(Y=9,Q=q|Z=2)
q

=> Pu(Q=qlZ=2)Py.(Y =y|Z =2Q =q) (2.12)
q

=Y PQ=4q) PY =ylZ=2Q=q)

Peso del efecto Efecto causal
causal especifico q especifico a q

La adjustment formula establece que el efecto causal de una intervencién puede iden-
tificarse usando exclusivamente distribuciones de probabilidad sin intervenir. Dado que
el conjunto de de control ) corta las asociaciones espurias, la distribuciéon de proba-
bilidad P(Y = y|Z = z,Q = q) representa fielmente el efecto causal especifico a @,
Py (Y = y|Z = z,Q = q). Para obtener el efecto causal marginal, P(Y = y|do(Z = z))
deben integrarse cada uno de esos efectos causales especificos a ) por la probabilidad de
que ocurra Q.

La demostracion estd basada exclusivamente en criterios graficos y reglas del do-calculus
que se detallaran en el transcurso de la misma. No requiere mencionar variables contrafac-
tuales como ocurre bajo el paradigma de potential outcomes, que se revisard mas adelante.

Demostracién 2.4.1. Las primeras dos igualdades valen por definicion. Unicamente es
. . . * .,

necesario demostrar la igualdad marcada con un asterisco (=). La demostracion se puede

descomponer en dos partes.

1. Py (Q=4q|Z=2)=P(Q=q).

En el lado izquierdo la intervencion elimina todas las flechas entrantes a Z haciendo
que la variable Z se convierta en un nodo raiz. La clave estd en que esta la variable
Z solo afecta a sus descendientes pero no a su ancestros, porque todos los caminos
que conectan a Z con @ en el grafo intervenido mecesariamente tienen un collider
no observado que la hacen independiente de (). Esta independencia permite eliminar
a la variable Z del condicional sin que se produzca ningin cambio en la probabilidad
de Q en el grafo intervenido. Luego, Py (Q = q|Z = z) = Py (Q = q)

Por otro lado, es necesario probar que las marginales de las variables de control en
el modelo intervenido y sin intervenir son iguales, Py (Q = q) = P(Q = q). Por
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definicion, ambas distribuciones pueden ser obtenidas marginalizando de sus respec-
tivas distribuciones conjuntas. Ademdas, la distribucion conjunta de cualquier modelo
siempre es el producto de todas sus distribuciones condicionales, y dado que las in-
tervencion sélo modifica las distribucion condicional de la variable Z (el resto de las
distribuciones de probabilidad condicional, para el resto de variables, son exactamen-
te iguales en ambos modelos), alli radica la inica diferencia entre las distribuciones
conjuntas de los modelos. Sean Y, Z,Q, X todas las variable del modelo, donde X
representa el resto de variables que no son'Y, Z y Q:

P(Q) =Y PQ.XZ2Y)

Y, Z, X
= ) PQP(X,ZY|Q)
Y, Z,X
= P(Q) P(X,Z,Y|Q)
b (2.13)
= P(Q) Y P(X.YIQ)P(ZQ.X.Y)
Y, Z, X
=P(@)Y_P(X.Y|Q)D P(ZQ.X.Y)
Y, X Z

/

1

Cada uno de los pasos wvale por definicion. En el dltimo paso se observa que la
distribucion de probabilidad condicional de Z no cumple ningun rol en la marginal
de P(Q) pues la integral sobre Z con todos las variables del condicional fijas siempre
vale 1, tanto en el modelo intervenido como en el no intervenido.

Luego, queda probado el primer caso. El razonamiento aqui expresado es un caso
particular de la regla 3 del do-calculus.

2. Pu.(Y=ylZ=2Q=q) =PY =y|Z=20Q=q)

En el lado izquierdo de la igualdad se estd realizando una intervencion que corta
todas las flechas entrantes a Z. Esto elimina forzosamente cualquier posible flujo
de informacion a través de causas comunes de Z e Y. Toda la informacion que
fluye desde Z hacia Y lo hace exclusivamente por los caminos causales directos que
conectan a Z con'Y .

En el lado derecho de la igualdad no se estd interviniendo, y por lo tanto la variable
Z recibe todas las flechas que la vinculan con sus causas naturales. A pesar de que
ahora existan caminos backdoor, el flujo de asoaciacion estd blogueado en todos ellos
debido a que las variables de control Q cumplen el criterio backdoor (cierran flujo
trasero).

En conclusion, el flujo de asociacion es el mismo en ambos lados de la igualdad, y
por lo tanto es irrelevante si se interviene(lado izquierdo) o si no se interviene (lado
derecho). Ambos lados son equivalentes. El razonamiento aqui expresado es un caso
particular de la regla 2 del do-calculus.

Luego, vale el teorema 2.12.
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Existe una expresién alternativa del adjustment formula 2.12 basada en lo que se conoce
como propensity score, P(z|q).

(Y, 2,9)
P(y | do(z) ZP Py | z,q)P ZPZM (2.14)
AdJustment formula
I1PW

El dltimo elemento se conoce como Inverse Probability Weighting (IPW).

2.5. Enfoque basado en resultados potenciales contrafactuales

Hasta mediados de la década de 1990 no existia un criterio preciso que permitiera selec-
cionar correctamente las variables de control. La condicién que se requeria antes de la
existencia del backdoor criterion estaba basada en una analogia directa con los experi-
mentos aleatorizados. Por definicién, en los experimentos la eleccién del tratamiento se
realiza aleatoriamente, independientemente del resultado potencial que tendria en el in-
dividuo (Ecuacién 2.15). Los resultados potenciales contrafactuales, para el tratamiento
y para no tratamiento, se notan como Y; e Yy, y z representa los posibles tratamientos
contrafactuales.

Y, 1L Z Vze0,1 (2.15)

Antes de la existencia del criterio backdoor se decia que un conjunto de variables de control
@ era valido si y solo si ellas hacian que el tratamiento observado fuera independiente de
los resultados potenciales contrafactuales (Ecuacién 2.16).

Yzl Z|Q Vze{0,1} (2.16)

Para verificar el cumplimiento de este criterio es suficiente mostrar que la distribucion
conjunta entre el tratamiento y los resultados potenciales contrafactuales pueden descom-
ponerse como el producto de sus marginales, como se indica en la Ecuacién 2.17.

P(Y..Z|Q) =P(Y. |Q)P(Z|Q) Vze{0,1} (2.17)

Se supone, por el momento, que el criterio de ignorability resulta adecuado para la esti-
macién de efectos causales; lo que serd revisado mas adelante. Uno de los problemas para
encontrar un estimador del contrafactual E[Y,] estd relacionado con el hecho de que las
variables contrafactuales Y, son, por definicién, no observables. Este problema tiene solu-
cién bajo el supuesto de “consistencia”, segin el cual se afirma que el valor de la variable
observada es igual al valor del resultado potencial contrafacual que se corresponde con el
tratamiento observado (2.18).

Z=2z =Y=01-2)Yo+z1 (2.18)

De esta forma es posible suponer que la observacion realizada es igual a su contrafactual.
Estos dos supuestos, el de ignorabilidad y el de consistencia, permiten definir el estimando
del contrafactual de la Expresion 2.19.

E[Y.] = Eq[E[Y:|Q]]
= ~ EQ[E[Y:[Q, 7 =] (2.19)
= E[EQY|Q. Z = 2]]



2. Inferencia Causal 17

El estimando que se ha derivado en la Ecuacién 2.19 no es mas que el adjustment formula
que se habia derivado de forma general en la seccién anterior (2.12).

Para cerrar la seccién, se mencionan algunos de los estimandos mas utilizados en la lite-
ratura de inferencia causal. Se define el Average Treatment Effect (ATE), definido
como la esperanza de las diferencia entre los contrafactuales, en la Ecuacién 2.20. Por
linearidad de las esperanzas es posible descomponerlo como la diferencia de las esperanzas
de los contrafactuales, que tienen el adjustment formula (2.12) como estimando.

E[Y1 = Yo] = EY1] — E[Y] (2.20)

Bajo ignorabilidad condicional (Ecuacién 2.16) el ATE equivale a la Ecuacién 2.21, que
serd el funcional con el que se trabajard a la hora de estimar el ATE en este trabajo.

ATE =E[E]Y | Z=1,Q] - E[Y | Z=0,Q]] (2.21)

Por otro lado, se define el efecto individual del tratamiento como Individual Treatment
Effect (ITE) de acuerdo a la Ecuacién 2.22, representando la diferencia entre los posibles
outcomes para un mismo individuo. La notacion ¢ indica que la métrica se observa sobre
el individuo 1.

El ITE es quizas la de mayor interés en el drea, pero en escenarios reales es inobservable
al involucrar contrafactuales.

ITE(i) = Yi(i) - Yo(i) (2.22)

Otro de los estimandos ampliamente utilizados en el drea se conoce como Conditional
Average Treatment Effect (CATE) (2.23) y representa el efecto promedio esperado
condicionado a un valor particular de las covariables, @ = ¢

EY1 =Yy | Q= (2.23)

Bajo ignorabilidad condicional (Ecuacién 2.16) el CATE equivale a la Ecuacién 2.24. En
la experimentacion realizada en esta tesis se utilizara esta reescritura como estimador del
ITE, condicionando a través del conjunto ¢ de covariables disponibles bajo el supuesto de
que cumplen ignorabilidad condicional 2.16.

CATE=E[Y | Z=1,Q]-E[Y | Z=0,Q] (2.24)

2.6. Equivalencia entre enfoques: Twin Networks y Structural Causal
Models

Previo al desarrollo del criterio backdoor, el enfoque basado en resultados potenciales
contrafactuales no habia desarrollado un criterio que permitiera determinar cudles son
los conjuntos de variables de control correctos para la estimacién de efectos causales.
Verificar el cumplimiento de la ignorabilidad condicional entre el tratamiento factual Z y
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el resultado potencial contrafactual Y, requiere mostrar que su distribucién conjunta puede
descomponerse como el producto de sus marginales, como se indicé en la Ecuacién 2.17.

Recién en el afio 1994 Judea Pearl mostré cémo definir la distribucién de probabilidad
conjunta entre un tratamiento Z y sus contrafactuales [8,9]. Los modelos que incluyen
contrafactuales son conocidos como Twin Networks [5], v se desprenden naturalmente
de la légica generativa de los modelos causales. Esto permite verificar si un conjunto de
variables cumple con ignorability. Gracias a ello, hoy es posible verificar si ignorability
es un criterio correcto para determinar variables de control revisando si se cumple la
Equivalencia 2.25.

Y. 1l Z|Q <= @ cumple el criterio backdoor (2.25)

Se revisa este punto con un ejemplo: un tratamiento Z ejerce un efecto causal sobre la
variable objetivo Y a través de un mediador M. Una red bayesiana posible para este
escenario se representa en la Figura 2.11. Se asume que toda la aleatoriedad presente en
estas variables estd determinada por ruidos exégenos mutuamente independientes.

P(U) = Bernoulli(0,5) v P(ZIU)=1(Z = f(U))
P(V) = Bernoulli(0,5) P(M|Z,V) =1(M = f(Z,V))

U v
P(W) = Bernoulli(0,5) % Ci PY|M, W) =1(Y = f(M,W))

Fig. 2.11: Modelo generativo deterministico con variables exdgenas

Si la realidad causal se comportara siguiendo el modelo de la Figura 2.11, se podria generar
un conjunto de datos obteniendo muestras de los ruidos U, V' y W, y luego generar los
valores deterministas de las variables Z, M e Y. Hasta aqui nada nuevo.

Dado que la Figura 2.11 representa un modelo generativo, no resulta dificil imaginar
qué pasaria si se hubiera aplicado un tratamiento contrafactual Z' = z, que se denota
con el nombre Z,. En términos generativos se obtendria un contrafactual del mediador,
denominado M., el cual depende del tratamiento contrafactual Z, y de su ruido original
V, M, = f(Z.,V). Ademas, se obtendria también un contrafactual de la variable objetivo,
denotado con el nombre Y., el cual depende del mediador contrafactual M, y de su ruido
original W, Y, = f(M,,W).

Este modelo generativo, que incluye contrafactuales, se puede especificar mateméticamente
mediante la Twin Network representada en la Figura 2.12. Este tipo de redes bayesianas
son la especificacién matemadtica de la distribucién conjunta entre las variables factuales
Z,M,Y, U,V yW ylas variables contrafactuales Z,, M, e Y.
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P(U) = Bernoulli(0,5) P(V) = Bernoulli(0,5) P(W) = Bernoulli(0,5)

P(Z|U) = 1(Z = f(U (2.)P(2.) _2)

P(M|Z,V) = I(M = f(Z,V)) @ P(M.|Z.,V) = (M, = f(Z.,V))

P(Y|M,W) = I(Y = f(M,W)) @4/ W PY|MZ,W — (Y, = f(M., W)

Fig. 2.12: Twin Network del modelo generativo deterministico con variables exégenas

En la Figura 2.12 la variable Y, representa el valor contrafactual, que en caso de que
el tratamiento Z sea binario, podria ser Yy o Y] segin cudl sea el valor de z. Las Twin
Networks son la definiciéon de la distribucién conjunta entre el tratamiento observado
Z y los resultados potenciales contrafactuales Y., por lo que ahora es posible verificar
efectivamente el cumplimiento o no del criterio ignorability expresado en la ecuacién 2.16.

Revisando la Figura 2.11 se puede ver que en este caso no es necesario un conjunto de
control, pues no hay caminos traseros entre Z e Y. Mds atin, el tinico conjunto de control
vélido es el conjunto vacio, pues el criterio backdoor impide que se incluya el mediador M.
Por otro lado, revisando la figura 2.12 se puede ver que todos los caminos entre Z e Y,
tienen un collider, por lo que el conjunto de control vacio cumple con hacer independien-
tes el tratamiento factual Z del resultado potencial Y,. Controlar por M abriria el flujo
entre Z y V, haciendo que Z deje de ser independiente de Y,. En este caso se cumple la
equivalencia 2.25 entre ignorability y backdoor.

Ademsds, notar que todas las variables enddégenas fueron definidas como deterministicas, a
través de distribuciones de probabilidad indicadoras que valen 1 si se cumple la condicion
al interior de la funcién indicadora y 0 en caso contrario. Modelar las variables endégenas
como variables deterministicas no es casual. Si se hubiera definido al mecanismo causal
de la variable M mediante una distribuciéon de probabildiad no deterministica, como por
ejemplo P(M|Z,V) = Bernoulli(M|f(Z,V)), entonces el valor observado de la variable
objetivo Y no necesariamente seria consistente con el valor de su contrafactual, Y, (2.26).

Z=2z =Y=(1-2)Yp+z1=Y, (2.26)

Es decir, el supuesto de consistencia no vale en cualquier tipo de modelo generativo, sino
sélo en aquellos en los que todas las variables enddgenas sean deterministicas. El enfoque
de potential outcomes basado en el supuesto de consistencia no es valido en
ningin modelo generativo para el cual algunas de las variables endégenas sea
deterministica.

Pero incluso si se restringieran los modelos causales generativos para los cuales todas las
variables enddgenas son deterministicas, existen casos en los que la equivalencia 2.25 entre
ignorability y backdoor no se cumple. En la Figura 2.13 se exhibe un modelo generativo
sutilmente mas complejo donde se representa un sistema M que para funcionar requiere
exclusivamente que haya electricidad Z y que esté prendido el interruptor X. La presencia
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de electricidad y la posicién del interruptor depende de variables exégenas independientes
entre si. Por ultimo, existe una alarma que se prende cuando el sistema no funciona a
pesar de que el interruptor esté prendido, indicando asi la falta de energia eléctrica.

Z: Electricidad (0: No hay, 1: Hay)
X: Interruptor (0: Apagado, 1: Prendido)
M: Sistema (0: No funciona, 1: Funciona)

Y: Alarma (0: Apagada, 1: Prendida)

U W P(ZlU)=1(Z =U)
P(X|W) =1(X =W)
P(U) = Bernoulli(0,5) i e P(M|Z,X)=1I(M = Z - X)

P(W) = Bernoulli(0,5) e @‘e PY|M,X)=1(Y =M + X)

Fig. 2.13: Modelo generativo del funcionamiento de una sistema y su alarma

Para construir la Twin Network donde se interviene Z en el modelo 2.13 hay que seguir
el razonamiento generativo. Si el estado de la energia eléctrica hubiera sido Z, = z, luego
habria un valor alternativo para el mediador M, que depende de X y Z,, y habria un valor
alternativo de la variable objetivo Y, que depende de X y M.,. El resultado se visualiza en
la Figura 2.14. A diferencia del modelo generativo de la Figura 2.11, en la Figura 2.14 el
funcionamiento del sistema M no tiene una variable exégena asociada, su comportamiento
depende deterministicamente de variables que ya son enddgenas, Z y X.

W
) 4

(x)
@— (=) (—0—2)

Fig. 2.14: Twin Network del modelo generativo del funcionamiento de una sistema y su alarma

En este caso tampoco hay caminos traseros que vayan de Z a Y, por lo que no es ne-
cesario controlar para calcular el efecto causal, P(Y|do(Z)) = P(Y|Z). Sin embargo,
existe un conjunto de control valido no vacio, que incluye Unicamente a la variable X.
Controlar por X permite evaluar efectos causales heterogéneos especificos al contexto X,
P(Y|do(Z),X) = P(Y|Z, X). En este caso, sin embargo, el conjunto de variables {X, M}
hace independiente la variable Z de contrafactual Y, a pesar de que ese conjunto no cumpla
el criterio backdoor (dado que controla por un mediador).

Y, U Z|{X,M} = {X, M} cumple el criterio backdoor (2.27)

Este es un ejemplo en el cual ignorability no implica backdoor. Para que se cumpla la
equivalencia entre el criterio backdoor e ignorability es necesario que los modelos gene-
rativos tengan una variable exégena por cada una de las variables endégenas, que sean
independientes entre si y que todas las variables enddgenas sean deterministas.
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Para conciliar ambos mundos, Judea Pearl discute los problemas de inferencia causal
sobre un subconjunto especifico de modelos causales generativos, que él llama Structural
Equation Model o Structural Causal Model [5]. Este subconjunto de modelos generativos
deben cumplir dos condiciones: para que se cumpla el supuesto de consistencia 2.18 que
requiere el enfoque de potential outcomes es necesario que todas las variables enddgenas
sean deterministicas, como ya se ha mencionado en esta seccién. Pero ademas, cada variable
endégena tiene que tener una variable exdgena (y todas las variables exdgenas deben ser
independientes entre si) para que se cumpla la equivalencia entre el criterio backdoor e
ignorability.

2.7. Controles

Sélo para exhibir algunos ejemplos, se revisaran brevemente distintas estructuras causales
y se discutira si ciertos conjuntos de variables son conjuntos de control buenos, malos o
neutrales [10].

Los controles buenos se caracterizan por bloquear inicamente los caminos backdoor entre
Z eY, sin bloquear los caminos delanteros entre Z e Y. En todos los casos de la Figura 2.15
X bloquea todos los caminos backdoor entre Z e Y, sin bloquear los caminos frontdoor, lo
que es esperable para un buen conjunto de control.

LN AN AN

Fig. 2.15: Ejemplos de buenos controles

Por su parte, los malos controles se caracterizan por ser variables que son afectadas
causalmente por el tratamiento, o por no cerrar los flujos de asociacién backdoor.

@
—®

Fig. 2.16: Control malo que abre backdoor path

En el caso de la Figura 2.16 no hacia falta controlar, pues X es un collider que al ser
oculto hace que sus extremos sean independientes. Al incluir X como variable de control
se abre el flujo backdoor Z < U; — X <+ Us — Y, lo que genera correlaciones espurias
entre Z e Y. Este caso es conocido como M-bias, y es relevante porque muestra que no
siempre es buena idea agregar variables que estan en el camino backdoor.

Finalmente hay una serie de conjuntos de control llamados neutrales, que al ser incluidas en
un modelo no introducen sesgos en la estimacion del efecto causal de interés, pero tampoco
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son necesarias para lograr identificabilidad del efecto causal. En general son variables que
no forman parte de ningiin camino causal entre el tratamiento y el resultado, y tampoco
bloquean backdoor paths. Sin embargo, incluir este tipo de variables al conjunto de control
puede mejorar la precisién de la estimacién, al anadir granularidad en el modelado de la
relacion entre las covariables y el outcome.

@%@ﬁ @—)—@

Fig. 2.17: Ejemplos de controles neutrales

Se puede ver en la Figura 2.17 que en el modelo de la izquierda controlar por X no
abre ni bloquea backdoor paths entre Z e Y, pero es 1til para un modelo de aprendizaje
automatico para reducir la varianza en la estimacion de Y ya que es una variable causante
del resultado. Algo similar ocurre con el modelo de la derecha: controlar por X es 1util para
aumentar la granularidad en la estimacion de Y a través del intermediario M. Este tipo
de controles neutrales que ayudan a la estimacién de la variable objetivo son utilizados
en la literatura de inferencia causal para estimar efectos causales heterogéneos, es decir,
efectos que cambian segun el contexto.

2.8. Estado del arte

A pesar de que las ciencias empiricas necesitan evaluar teorias causales alternativas como
un todo, el elevado costo computacional asociado a calcular la distribucion de probabilidad
posterior de los modelos P(Modelo|Datos) ha hecho que esta tarea sea casi imposible. En
consecuencia, la inferencia causal en su estado actual estd limitada a la estimacién de
efectos causales entre pares de variables.

Cuando la estimacion de efectos causales se realiza sobre datos observados sin intervencio-
nes, conocer la estructura causal subyacente es un requisito ineludible para determinar cual
es el conjunto de variables de control que elimina correctamente las correlaciones espurias
entre pares de variables. Por lo tanto, a pesar de que los modelos causales alternativos no
pueden ser evaluados correctamente, la literatura de inferencia causal supone siempre una
estructura causal subyacente para estimar efectos causales de datos observados.

Existe una creencia muy extendida de que la inferencia causal es algo fundamentalmente
distinto al aprendizaje automético. Matheus Facure es un cientifico de datos brasilero, con
varios afnos de experiencia en la industria, autor del libro Causal Inference for the Brave
and True [11]. Este libro se ha convertido en una referencia en la industria y Facure es
consultado frecuentemente por grandes empresas para recibir consejos relativos a inferen-
cia causal. En la introduccién de su libro, caracteriza la diferencia entre el aprendizaje
automatico y la inferencia causal afirmando que, si bien el primero es una gran herra-
mienta para las tareas predictivas, su desempeno no es satisfactorio a la hora de predecir
preguntas del tipo what-if, ya que no puede observar simultaneamente los efectos de tratar
y no tratar a una misma unidad. Esta vision es compartida por Brady Neal, autor del libro
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Introduction to Causal Inference from a Machine Learning Perspective [12], el cual se ha
convertido en una referencia por la calidad de sus definiciones conceptuales y matematicas.
Este libro contiene una seccién introductoria titulada The fundamental problem of causal
inference. Alli Neal afirma que la inferencia causal enfrenta el problema fundamental de
no poder observar ambos resultados potenciales para una misma unidad, lo que impide
conocer directamente su efecto causal y la distingue del aprendizaje automatico, que sélo
busca predecir el resultado observado.

En conclusién, dos de los libros mas influyentes actualmente en el drea caracterizan al
aprendizaje automatico como una actividad predictiva, en contraste a la inferencia causal
que estaria enfocada en estimar variables ocultas.

En primer lugar, es importante tener en cuenta que toda predicciéon por definicién pre-
cede a la observacién efectiva de las variables, y por lo tanto también son inicialmente
estimaciones sobre variables ocultas. En segundo lugar, las estimaciones sobre los efectos
causales son a su vez la prediccion respecto del impacto que una intervencién tiene sobre
una variable objetivo. Mientras que el aprendizaje automatico tradicional asume que los
datos de entrenamiento y los datos futuros provienen de la misma distribucién, las predic-
ciones causales consideran los cambios que se producen en la distribucién de probabilidad
conjunta para mantener la validez predictiva cuando se producen intervenciones.

La estimacién de efectos causales en datos observados sin intervenciones es en definitiva
un problema de prediccidon out-of-sample: se entrena sobre datos que provienen de la
estructura causal sin intervenir pero se quiere predecir el comportamiento para un contexto
diferente, en el que la estructura causal estd intervenida. Este problema fue resuelto a
través del criterio backdoor, gracias a que las variables de control cortan las correlaciones
espurias, permitiendo usar datos sin intervenciones para predecir el impacto que tendrian
intervenciones no observadas. Esta solucién abrié la puerta para que durante el primer
cuarto de este siglo se desarrollara toda una linea de investigacion dedicada a proponer y
evaluar modelos de Machine Learning para inferencia causal.

Los modelos de Causal Machine Learning se construyen usando variables de control vali-
das que permitan la estimacién de la probabilidad condicional de interés (Ecuacién 2.28,
izquierda), o en general simplemente su media (Ecuacién 2.28, derecha).

P(Y|Z,Q) 6 E[Y|Z, Q] (2.28)

Notar que la probabilidad condicional de interés P(Y|Z,Q) es la prediccién causal al
interior de cada subgrupo Q = q. Si se quisiera calcular el efecto causal general P(Y|do(Z))
se deberia aplicar la adjustment formula (2.12), integrando cada uno de los efectos causales
especificos al subgrupo @ por la probabilidad de que ocurra Q. Si bien esto permite resumir
la informacién del efecto causal, pierde al mismo tiempo informacién valiosa, relativa a
la heterogeneidad de los efectos causales. Por ese motivo, en Causal Machine Learning se
suele reportar la prediccién granular, P(Y|Z, Q), que es en si misma una estimacién de
efectos causales heterogéneos, donde el impacto causal varia segin el contexto Q. Cuando el
conjunto de variables @ es grande y la relacién causal es no lineal, los modelos simples como
la diferencia de medias o las regresiones lineales no alcanzan para calcular la superficie de
los valores potenciales para el tratamiento y el control.

Los algoritmos mas relevantes para la inferencia causal se basan en técnicas de ensamble de
arboles de decisién tales como el Boosting [13,14], Bagging [15] y Random Forest [16], como
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por ejemplo los Bayesian Additive Regression Trees (BART). Cada uno aplica diferentes
técnicas para ajustar una combinacion lineal de &rboles.

En el afio 2011 Jennifer Hill publicé su articulo Bayesian Nonparametric Modeling for
Causal Inference [17]. Uno de sus argumentos a favor de usar modelos no paramétricos
para inferencia causal consiste en que BART permite incluir multiples covariables, incluso
irrelevantes, lo que facilita la eliminacién de las asociaciones espurias mediante variables
de control validas que cumplen el criterio backdoor. Este trabajo ha adquirido una enorme
relevancia en la literatura de inferencia causal por haber introducido un enfoque més
flexible, robusto y automatizado para el analisis de efectos causales. Se destaca ademas por
el tipo de benchmark propuesto para evaluar el desempeno de modelos alternativos para
inferencia causal: simulaciones basadas en conjuntos de datos reales. En otra seccién del
articulo, la autora senala que las simulaciones se basan en covariables reales y sélo simulan
los resultados, asegurando ignorability al depender inicamente de variables observadas.

Esta metodologia de evaluacién es adoptada por el Atlantic Causal Inference Conference
(ACIC) para las competencias de inferencia causal que comienzan en el ano 2016 [3] y
continuan los anos 2017 [18], 2018 [19], 2022 [2], entre las competencias que se encuentran
mejor documentadas. Todavia en el ano 2022 (ultimas competencias a las que se pudo
acceder) el modelo de Hill continda en las primeras posiciones del ranking.

Estas competencias aceleraron el desarrollo de modelos de Causal Machine Learning. En
el ano 2016 se presentaron equipos de empresas y universidades como IBM, Universidad de
Harvard, Universidad de California, entre otras. En esa primera competencia, los modelos
basados en BART obtuvieron los primeros lugares. En el ano 2018 Wager y Athey pre-
sentaron un modelo basado en un Random Forest [20], que luego pasa a llamarse Causal
Forest. En el ano 2020 se presenta una mejora del BART, que al igual que el Causal Forest
modela por separado el efecto base del efecto causal, ademas de la inclusién del propensity
score como una covariable adicional [21]. Este modelo se conoce hoy en dia como Baye-
sian Causal Forest y fue utilizado como baseline oficial en la competencia del ano 2022.
Sélo 4 tipos de modelos logran superar este benchmark. Uno de ellos es una extension del
BART presentado por la misma Jennifer Hill. Otro, el diConfounder, estda basado en el
Causal Forest. Es por estos benchmarks que, como se explicara en el capitulo siguiente, los
modelos elegidos para evaluar efectos causales en esta tesis fueron BART, BCF y Causal
Forest.
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A continuacion se presentaran los modelos utilizados en este trabajo. Para cada uno se
describiran sus caracteristicas, su funcionamiento y los motivos por los cuales su aplica-
cién resulta pertinente para la estimacién del efecto causal heterogéneo. Por otro lado, se
brindard una breve explicacién de las implementaciones utilizadas, junto con los hiper-
parametros que fueron considerados para su ajuste.

3.1. Boosting, Bagging y Random Forest

Antes de adentrarse en el funcionamiento de Bayesian Additive Regression Trees (BART),
Bayesian Causal Forest (BCF) y Causal Forest (CF), es importante repasar tres técnicas
de aprendizaje automatico fundamentales en las que se asientan sus bases: Bagging,
Boosting vy Random Forest. Estos enfoques consisten, principalmente, en el ensamble
de multiples modelos simples (en este caso, arboles de decisién) para formar un predictor
més robusto, estable y preciso. Si bien en principio no fueron desarrollados especificamente
para inferencia causal, su légica de ensamble y sus ventajas en términos de sesgo-varianza
sentaron un precedente para el disenio de los modelos de Clausal Machine Learning actuales.

Bagging (acrénimo de Bootstrap Aggregating) fue introducido por Breiman en 1996 [15].
Se basa en entrenar miltiples arboles de decision independientes sobre subconjuntos boots-
trap del conjunto original de datos. El concepto de bootstrap [22] se refiere a una técnica
de remuestreo con reposicion: a partir de los datos dispoinibles, se generan multiples sub-
conjuntos aleatorios con el tamafio del conjunto de datos original, lo que permite estimar
la variabilidad de un estimador de manera no paramétrica y aproximar su distribucién sin
la necesidad de contar con nuevos datos ni definir supuestos fuertes.

En el contexto de Bagging, cada arbol se entrena sobre un conjunto bootstrap diferente.
Luego, sus predicciones se combinan por promedio en problemas de regresién, o por voto
mayoritario en clasificacion. El objetivo es reducir la varianza del modelo sin aumentar
el sesgo, ya que el promedio de multiples modelos ruidosos pero no sesgados tiende a
estabilizarse cerca de la verdad subyacente.

Boosting [13,14], por su parte, construye los drboles de manera secuencial: cada nuevo
arbol se entrena sobre los errores residuales del conjunto anterior, enfocidndose en las
observaciones mal estimadas. Esto tiende a reducir el sesgo del modelo global.

Finalmente, Random Forest, propuesto también por Breiman en 2001 [16], mejora atn
mas el desempenio del Bagging al introducir aleatoriedad adicional: en cada divisién del
arbol, en lugar de considerar todas las variables disponibles, se selecciona aleatoriamente
un subconjunto. Esta técnica reduce la correlacién entre los arboles del ensamble, lo que
mejora aun mas la reduccién de la varianza y el poder predictivo del modelo combinado.

25
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3.2. BART: Bayesian Additive Regression Trees

El primer modelo utilizado en este trabajo fue introducido en 2010 como un modelo de
regresion bayesiana no paramétrica basado en un ensamble de arboles de decisién. [23]

BART propone modelar el output Y a través de un modelo dado por las Ecuaciones 3.1 y
3.2, siendo g(x; Tj, M;) la prediccion obtenida para el vector de covariables x, considerando
el drbol de regresion T} con el conjunto de hojas M. De esta manera, la esperanza de las
estimaciones de Y coincide con la suma de los arboles.

Y:Zg(:v;Tj,Mj)—i—e, (3.1)
j=1
e ~ N(0,0?) (3.2)

Para controlar las predicciones generadas por BART y acotarlas a un rango de valores
acorde al Y de interés, los autores proponen las siguientes priors [23]:

» Prior sobre la estructura de los arboles 7): Se favorecen drboles poco profundos
disminuyendo la probabilidad de divisiones con la profundidad, con el objetivo de
regularizar la prediccion final sobre todos los arboles y evitar el sobreajuste.

= Prior sobre los valores de las hojas M;: Para que la suma total de drboles
tenga una magnitud controlada, se proponen distribuciones normales centradas en
cero para las hojas de los arboles, con varianza ajustada segin la cantidad total de
arboles.

= Prior sobre el ruido ¢%: Se modela el ruido con una distribucién inversa x2, el cual
se calibra empiricamente para reflejar de forma razonable la variabilidad esperada
en los datos, y permitiendo también cuantificar la incertidumbre en las predicciones.

Tras definir estas variables, la posterior es estimada utilizando cadenas Markov Chain
Monte Carlo (MCMC) en un estilo de Boosting. De esta manera, en cada iteracién se
recorren los arboles y se calculan los residuos, tal como se indica en la Ecuacién 3.3,
entrenando luego el arbol T} para explicar este residuo.

Ri=y— > gla; Ty, My) (3.3)
K

3.2.1. BART para inferencia causal

En su trabajo de 2011, Jennifer Hill utiliz6 BART para estimar efectos causales hete-
rogéneos [17]. Su metodologia consistié en ajustar el modelo como f(z,z), siendo z la
asignacién del tratamiento y = la matriz de atributos (vélidos como variables de control).
Ademids de elegir este modelo por su gran performance predictiva, su poder para capturar
relaciones no lineales y su estabilidad, Hill lo utilizé porque el sampleo a través de cadenas
MCMC lo hacen un modelo ideal para estimar efectos causales.

Cuando se utiliza BART para estimar efectos causales se obtienen sucesivas estimacio-
nes del efecto causal, c(z, f) = f(1,z) — f(0,z) durante las iteraciones de las cade-
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nas MCMC, lo que constituye una estimacién de la distribucién conjunta de C(f) =
(c(xz1, f),...,c(z, f)) con 1 ...z el valor de las covariables de los k individuos.

Este sampleo, como se vera mas adelante, facilita el calculo de métricas de interés como
la prediccion del ITE a través de la estimacién del CATE, ademés de permitir calcular
intervalos de prediccién para el ITE.

3.2.2. Paquete dbarts

Para este trabajo se utilizé la implementacién de BART del paquete dbarts [24] de R,
principalmente, por las siguientes razones:

= Implementacion eficiente: Al estar implementado internamente en C++, presenta
un mejor rendimiento computacional que otras implementaciones, como por ejemplo
bayesTree, utilizada en el articulo original de Hill [17].

= Soporte para predicciones posteriores: A diferencia de otras implementaciones
utilizadas en el ambito como bayesTree o bartMachine, dbarts permite acceder
facilmente a la distribucién posterior de las predicciones para cada observacién,
lo que es fundamental para el cdlculo de contrafactuales, necesarios para estimar
métricas como el ITE y el ATE.

= Compatibilidad con analisis de convergencia: El paquete facilita la extraccion
de muestras MCMC completas, lo que permite ejecutar métricas sobre las cadenas
para evaluar convergencia y eficiencia del muestreo bayesiano para medir la calidad
del modelo.

En particular se utilizé la funcién bart2, que es una implementacion mas reciente y efi-
ciente que la funcién bart del mismo paquete. Los hiperparametros que fueron tenidos en
cuenta en este trabajo fueron los siguientes:

= n.chains: Especifica cudntas cadenas MCMC independientes seréan ejecutadas.

= n.burn: Nimero de iteraciones iniciales que se descartan para evitar el sesgo inicial
de la cadena.

= n.samples: Nimero de sampleos de la distribucién posterior tras descartar las ite-
raciones de burn-in del item anterior.

= n.thin: Indica, para los sampleos de la posterior, cada cuantas iteraciones se guar-
dara una muestra. El objetivo de agregar este hiperparametro es reducir la autoco-
rrelacién entre muestras consecutivas.

3.2.3. Criterios de convergencia para las cadenas MCMC

Como se mencioné anteriormente, BART genera cadenas MCMC para muestrear la distri-
bucién a posteriori de la variable objetivo. La convergencia de las mismas es fundamental
para garantizar validez en las estimaciones generadas y la eliminacion del sesgo inicial en
las muestras burn-in.

Para evaluar la convergencia de las cadenas generadas por los ajustes de BART en este
trabajo se recurrié a las siguientes métricas:
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= Diagnéstico de convergencia de Gelman-Rubin: Es un estadistico para eva-
luar la convergencia de cadenas MCMC paralelas [25]. Para esto compara la varianza
inter-cadenas con la varianza intra-cadena. Conceptualmente, si todas las cadenas
han convergido al mismo equilibrio, ambas varianzas deberian ser similares. El es-
tadistico utilizado se define como en la Ecuacién 3.4, donde W es la varianza pro-
medio dentro de las cadenas y V es una estimacién de la varianza total esperada,
que combina la informacién dentro y entre cadenas.

[y
R=\|— 3.4
- (3.4)

Un valor de R cercano a 1 indica que las cadenas convergieron satisfactoriamen-
te, mientras que valores mayores sugieren que ain puede haber dependencia de
las condiciones iniciales. La implementacién utilizada fue a través de la funcién
gelman.diag() del paquete coda [26].

= Effective Sample Size: Es una métrica que estima el niimero de muestras ver-
daderamente independientes generadas por el algoritmo MCMC [27]. Debido a la
autocorrelacién entre iteraciones sucesivas, no todas las muestras aportan informa-
cién nueva. Esta métrica ajusta el tamano total de la muestra para reflejar solo la
informacién efectiva. La estimacién se basa en la Ecuacién 3.5, donde N es el numero
total de iteraciones de la cadena y pi es la autocorrelacién en el lag k, es decir, el
numero de pasos entre dos observaciones de la secuencia que se consideran.

N
230 ok

En la practica, la suma se detiene cuando las autocorrelaciones dejan de ser significa-
tivas. Un valor bajo de effective size sugiere que la cadena tiene alta autocorrelacién,
por lo que idealmente se buscan valores lo més cercanos posible al tamano total de
la cadena.

Neff (35)

La implementacion que se utilizé fue mediante la funcion effectiveSize del paquete
coda [26].

3.3. BCF': Bayesian Causal Forest

Bayesian Causal Forest se trata de un modelo bayesiano no paramétrico desarrollado
para la estimacién de efectos causales heterogéneos, buscando obtener una estimacion
no sesgada del ITE en situaciones donde BART, al estar orientado a la prediccién y
no disennado para inferencia causal, no presenta buena performance para la estimacion
causal [28].

En contextos observacionales es comun que el tratamiento esté asignado en funcién de
covariables que también influyen en el outcome, generando confounding. Este tipo de se-
leccion se conoce como targeted selection. Por ejemplo, se suele ver que en casos médicos
el tratamiento es asignado a pacientes con peores antecedentes, con la esperanza de que
efectivamente sea capaz de mejorar su prondstico.
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Por otro lado, los modelos predictivos pueden inducir un sesgo conocido como Regulariza-
tion Induced Confounding (RIC), en el cual la regularizacién del modelo lleva a confundir
el efecto del tratamiento con el efecto prondstico (outcome que tendria una persona si no
recibe el tratamiento dadas sus covariables, es decir E(Y | Z = 0, X)), ya que la regu-
larizacién favorece explicaciones mas simples y puede privilegiar estructuras asociadas a
covariables altamente predictivas del outcome, desfavoreciendo la prediccion a través de
efectos del tratamiento.

En este contexto, BCF propone reparametrizar el modelo de acuerdo a la Ecuacién 3.6,
donde:

» 7(X)=P(Z=1|X) es el propensity score

» u(X,7(X)) representa el resultado esperado en ausencia de tratamiento (efecto
prondstico)

» 7(X) representa el CATE

E[Y | X, Z] = p(X,7(X)) +7(X) - Z (3.6)

Con la reparametrizacién 3.6 se proponen nuevos priors para p (efecto pronéstico) y 7 (CA-
TE), de manera de captar mejor su comportamiento esperado:

» Para (X, m(X)) se asigna un prior més flexible, de forma que pueda capturar mejor
el posible confounding

» Para 7(X) se asigna un prior mds restrictivo, a partir de la suposicién de que la
heterogeneidad en los efectos del tratamiento es limitada

En cuanto a g y 7, el modelo asignado a sus ajustes consiste en un BART independiente
para cada uno, con valores especificos para sus hiperparametros que se detallan en pro-
fundidad en el articulo original [28] y exceden el alcance de esta tesis, mientras que la
estimacién de 7 es requerida como un parametro de entrada del modelo y no la estima
por si mismo.

3.3.1. Paquete stochtree

La implementacién de BCF utilizada en este trabajo es la del paquete stochtree [29],
principalmente por las siguientes razones:

= Control de hiperparametros: Al estar implementado en R, si bien no esta opti-
mizado para produccién o big data, ofrece mucho control sobre los hiperparametros
y el andlisis bayesiano de la cadena MCMC generada.

» Rapidez de ejecucién: En datasets de la magnitud que se manejo en este trabajo,
el paquete ofrece mayor velocidad que otras alternativas mas modernas como el
paquete bcf.

Los hiperparametros tenidos en cuenta en este caso fueron los siguientes:

= num_grf: Numero de iteraciones warm-start previas a usar el algoritmo grow-from-
root [30]. Se trata de iteraciones que ayudan a establecer una configuracién inicial
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estable para los arboles, lo que mejora la convergencia del algoritmo MCMC poste-
rior.

= num_burnin: Numero de iteraciones iniciales de la cadena MCMC a descartar para
evitar el sesgo inicial.

= num_mcmc: Muestras a guardar de la cadena MCMC tras descartar las iteraciones
de burn-in.

= prognostic_forest_params$num_trees: Numero de drboles a utilizar para la es-
timacién del efecto prondstico p.

= treatment_effect_forest_params$num_trees: Nimero de arboles a utilizar para
la estimacién del CATE 7.

Si bien el paquete més aceptado y utilizado en la literatura es bcf, que fue introducido
en el articulo original del modelo, se opté por esta alternativa debido a que el tiempo de
ejecucién del paquete original resulté prohibitivo para su uso en este trabajo.

Las principales desventajas de la implementaciéon del paquete stochtree radican en la
pérdida de reproducibilidad: aunque el modelo incluye un parametro para fijar la
semilla, esta no se emplea durante el ajuste. También se pierde la posibilidad de manejar
multiples cadenas MCMC, que es una caracteristica muy importante para el modelo tal
como fue planteado originalmente.

Ademsds, el paquete stochtree realiza una estimaciéon interna del propensity sco-
re 7, mientras que bcf tal como fue planteado originalmente requiere a m como pardmetro
de entrada, tal como se habia explicado anteriormente. Esto demuestra, por un lado,
una mayor flexibilidad respecto a la implementacion original, aunque también evidencia
la dificultad para justificar los resultados obtenidos con stochtree, cuyo soporte y do-
cumentacion son limitados, sin dejar en claro de qué manera se estima el parametro m
internamente.

3.3.2. Criterios de convergencia para las cadenas MCMC

Como se menciond en la seccién anterior, a pesar de que en el articulo original del mo-
delo [28] se menciona que el mismo genera miltiples cadenas MCMC paralelas, el paque-
te stochtree sélo genera una. Es por este motivo que para BCF no se pudo calcular el
Diagnéstico de Gelman Rubin como se hizo para BART, ya que esta métrica evalia la
convergencia entre cadenas paralelas.

Considerando esta limitacion se evalué la convergencia de la cadena generada mediante el
effective size (3.2.3), y mediante la autocorrelacién.

La autocorrelacién mide el grado de independencia entre los valores sucesivos de una
cadena MCMC por lag, de manera muy similar al effective size. Una alta correlacién deja
en evidencia que las muestras generadas por la cadena estan muy relacionadas entre si y,
por lo tanto, aportan menos informacion nueva. Matemdaticamente, la autocorrelacion en
el lag k se define en la Ecuacién 3.7.

_ Cov(X¢, Xii1)

PE= " Var(X) (37)
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Se espera que la autocorrelaciéon disminuya rapidamente con el lag.

3.4. Causal Forest

Los Causal Forest son Random Forest con una funcién de costo particular enfocada a la
estimacién de efectos heterogéneos [31,32].

La estimacién del CATE (7) se obtiene minimizando la funcién de costo de la Ecuacién 3.8,
donde Y; es la variable objetivo, Z; el tratamiento, X; los controles, A, (7(-)) el regulari-
zador, m~(z) = E[Yj|X; = z], #~(z) = E[Zi|X; = 2] con el supra-indice —i indica que
las estimaciones fueron realizadas sin el i-ésimo elemento.

0= 1 S (X))~ (X (Z - 7)) FALE) (38)

argmin

A continuacién se explica esta funcién de costo 3.8 de los Causal Forest, conocida como
R-Learner por Robinson (1988) o también como Residual-Learner [33].

Sean X7 y X2 dos conjuntos de variables, se pretende estimar los parametros asociados a
la regresion de la Ecuacion 3.9.

Y = Bi1X1 + foXo (3.9)

Existe una forma de obtener el parametro 51 que requiere los siguientes pasos:

A~

1. Realizar una regresion de Y solo con Xo, Y* = 41 Xo.
2. Realizar una regresiéon de X7 solo con Xo, Xl = Y2X>
3. Obtener los residuos Xl =X; — Xl y Y=Y -YV*

4. Realizar una regresion entre los residuos, Y = BlX 1

La estimacién 1 que se obtiene en la regresién entre residuos resulta ser exactamente
igual a la estimacion 31 que se obtiene de una regresion clésica (3.9). Este resultado puede
usarse para estimar los efectos causales que el tratamiento tiene sobre la variable objetivo
a través de los residuos, tal como se indica en la Ecuacién 3.10, donde ~ representa el
operador de la regresién.

(Y=~ X))~ (2= (2~ X)) (3.10)

En otras palabras, el pardametro del efecto causal 7 queda determinado por la Ecua-
cion 3.11.
Y - ElYi|Xi|=7-(Zi — E[Zi| Xi]) + ¢ (3.11)

Esta formulacién ahorra mostrar la tabla con pardametros asociados a los controles que no
son de interés, y en particular permiten evitar modelar explicitamente los controles si se
utilizan modelos de aprendizaje automatico para estimar las esperanzas. Esto se formaliza
en la Ecuacién 3.12, donde M, (X;) y M.(X;) son estimaciones basadas en modelos de
aprendizaje automatico flexibles capaces de capturar interacciones y relaciones no lineales.
Es decir, se generaliza el método descripto que utiliza regresiones a modelos mas generales.

Vi — My(X;) =71 (Zi — M(X:)) + ¢ (3.12)
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El punto importante aqui es que no es necesario hacer ningtin supuesto paramétrico entre
las covariables X y el objetivo Y ni entre las covariables X y el tratamiento Z, de manera
tal que los pasos a seguir quedan determinados por:

1. Estimar el objetivo Y en base a las covariables X mediante un modelo de aprendizaje
automatico flexible, M,

2. Estimar el objetivo Z en base a las covariables X mediante un modelo de aprendizaje
automadtico flexible, M,

3. Obtener los residuos Z =Z - M,y Y =Y — M;‘
4. Obtener una estimacién de 7 a través de una regresién entre los residuos, Y = 77 +¢

Los modelos de aprendizaje automatico proveen de flexibilidad, pero se debe tener pre-
caucién para no sobreajustar. En particular, si los modelos M, sobreajustan, los residuos
Y van a ser menores de lo que deberfan ser, por lo que la regresién entre residuos va a
estar sesgada hacia cero. Por otro lado, si los modelos M, sobreajustan, la varianza de los
residuos Z va a ser menor a la que deberfa, por lo que la varianza de la regresién entre
residuos va a ser mayor a lo esperado.

Para evitar estos problemas, las estimaciones puntuales se obtienen por validacién cruzada,
sin usar el i-ésimo elemento para predecirlo (M, {(X;)). Los Random Forest que reportan
este tipo de estimaciones sobre validacion cruzada son denominados como Honest Ran-
dom Forest. Se dice que los residuos sobre los tratamientos estan des-sesgados (debiased)
en tanto que al ser ortogonales a los controles, no pueden ser explicados por ellos. Los
residuos sobre los objetivos se dice que estén libres de ruido (denoised) en tanto que al ser

ortogonales a las covariables, no pueden ser explicados por ellas.

Para estimar efectos causales heterogéneos (CATE) se considera que el pardmetro del
efecto casual 7 es una funcién de las covariables, tal como se formaliza en la Ecuacion 3.13,
estimandolo finalmente a través de una agregacién de las hojas de miiltiples
arboles individuales. Finalmente,

Vi — My (X;) = 7(X3) - (Zi — M(X;)) + ¢ (3.13)

3.4.1. Paquete grf

La implementaciéon de Causal Forest utilizada en este trabajo fue la del paquete grf [34],
principalmente por las siguientes razones:

s Implementacién original: Es la implementacion mas fiel al articulo original de
Athey, Tibshirani y Wager [31].

= Eficiencia: Al igual que dbarts estd implementado en C++, lo que aumenta con-
siderablemente su eficiencia temporal.

» Honest splitting: Permite utilizar el enfoque de arboles que, como se vio ante-
riormente, evita el sobreajuste y permite estimar los efectos causales de manera
mas robusta al no utilizar los mismos datos que se utilizan para los splits para la
estimacion de los efectos causales de las hojas.

s Intervalos de confianza: Devuelve una estimacion de la varianza de las estima-
ciones del 7 como la varianza obtenida entre las hojas de los drboles. Esto es fun-
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damental para construir intervalos de confianza para las predicciones del ITE, tal
como se hizo con los otros modelos.

En este caso se ajustaron los siguientes hiperparametros de la funcién causal_forest del
paquete:

= num.trees: Niumero de drboles en el bosque.

= sample.fraction: Fraccion de la muestra a utilizar para entrenar cada arbol, que
luego ademas se vuelve a dividir para el honest splitting.

» mtry: Nimero de variables a considerar en cada divisién de los arboles.

= min.node.size: Numero minimo de observaciones en cada hoja de los arboles.

= alpha: Parametro de regularizacién que controla el maximo imbalance de los splits.
= honesty.fraction: Fraccién de la muestra a utilizar para el honest splitting.

Una caracteristica importante a tener en cuenta de este paquete es que no devuelve estima-
ciones del outcome Y, por lo tanto, para los casos en los que fue necesaria esta estimacion
se calcul6 a través de las estimaciones de m, 1 y 7, como se muestra en la Ecuacién 3.13.



4. DATASETS Y BENCHMARK

., Como hacer para evaluar el desempeno que tienen diversos modelos de Machine Learning
para la estimacion de efectos causales? Este es un problema que no es de facil solucién
cuando se estiman efectos causales en datos observados sin intervenciones, pues la estima-
cion de efectos causales es una prediccién out-of-sample y por lo tanto no se cuenta con la
posibilidad de evaluar el modelo sobre un conjunto de datos de testeo, ya que tal conjunto
no existe.

En este sentido, encontrar un benchmark para Causal Machine Learning ha sido esencial
para el desarrollo de la disciplina. En esta seccion se introducird uno de los benchmark
con mayor aceptacion en el ambito, basado en la metodologia usada por Jennifer Hill en
su articulo fundamental [17]. La propuesta de Hill consiste en evaluar el desempenio de
los modelos en conjuntos de datos simulados. Sin embargo, las simulaciones a menudo son
demasiado simples respecto de los andlisis de datos del “mundo real”. Por ese motivo,
Hill propone utilizar datos reales simulando unicamente las variables contrafactuales Yy e
Y1, logrando asi simular conjuntos de datos suficientemente complejos, a los cuales se le
conoce los verdaderos efectos causales para cada uno de los individuos.

Las simulaciones basadas en datos reales fueron adoptadas luego como benchmark para
las competencias de datos organizadas por el Atlantic Causal Inference Conference.

En este trabajo se seleccionaron tres procesos generativos que dan lugar a distintos tipos
de datasets, cada uno con caracteristicas particulares que justifican su inclusiéon. A con-
tinuacién se describen sus principales propiedades, las covariables disponibles y, cuando
corresponde, los procesos generativos utilizados para su construccion.

4.1. Simulacién simple

En primera instancia se seleccioné un conjunto de datos pequenio con observaciones simu-
ladas. El mismo fue introducido por Jennifer Hill en su trabajo de 2011 [17], y contiene 120
puntos generados a partir de distribuciones conocidas. Se utiliz6 para visualizar y analizar
las propiedades mas visibles de los modelos considerados en este trabajo.

El conjunto de datos consiste en tres atributos:
= 7/, la variable tratamiento
= X, una variable confundidora
= Y la variable objetivo

Las ecuaciones a partir de las que se generé el dataset se encuentran en las Ecuaciones 4.1.

34
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1 1
P(z) = SN(20, 10%) + SN (40, 10%)
P(z|x) = Bernoulli (z‘a(g — 6)> con o la funcién sigmoidea (4.1)

P(ylz, z) = N<y\(72 + 3v/]x)) 77 (90 4 exp(0,06x))?, 1>

Estas distribuciones de probabilidad condicional representan la misma distribucién con-
junta P(z,y,z) con la que generd los datos Hill [17]. En el articulo original, la autora
genera los datos ddefiniendo distribuciones condicionales en las que x aparece como varia-
ble mediadora entre z e y, P(z)P(z | z), y luego estimaba el efecto causal condicionando
sobre x, lo cual como se explicd en la seccién 2 no es correcto en este tipo de contextos.

Para evitar este problema, asegurar una correcta estimacién del efecto causal al condi-
cionar por x, y poder comparar los resultados a los de Hill, en este trabajo se modificé
la estructura causal del proceso generativo, redefiniendo « como un fork. De este modo,
condicionar sobre x es véalido ya que cierra el flujo de asociacién trasero. Bajo las Ecua-
ciones 4.1, la relacién causal entre las covariables queda determinada por el grafo de la
Figura 4.1.

Fig. 4.1: Modelo causal de la simulacién simple

4.2. Simulacién basada en el Infant Health and Development Program

El dataset THDP (Infant Health and Development Program) proviene de un estudio clinico
aleatorizado iniciado en 1985 en EE.UU., disenado para evaluar intervenciones sobre el
desarrollo cognitivo de bebés nacidos con bajo peso o de forma prematura. El grupo
tratado recibié visitas domiciliarias, cuidado de alta calidad y participacién en un centro de
desarrollo infantil. El objetivo del estudio era mitigar los efectos adversos de un nacimiento
con riesgo.

Fue introducido por Jennifer Hill en su trabajo de 2011 [17], quien digitaliz6 los datos
recolectados en 1985 con el objetivo de construir un conjunto de datos basado en cova-
riables reales que permitiera generar outcomes en entornos de simulaciéon controlados. Si
bien no se cuenta con una variable de outcome en el dataset original, es un conjunto de
datos ampliamente utilizado en el &mbito para la generacion de escenarios sintéticos.

4.2.1. Estructura del dataset y generacién de outcomes

El dataset original recolectado en 1985 consta de aproximadamente 80 variables pre-
tratamiento, pero en los estudios realizados por Hill y posteriores se seleccioné un sub-
conjunto de 28 covariables, sin incluir la columna de tratamiento. Las mismas se eligieron
para generar los outcomes controlados con un subconjunto que incluye variables continuas
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y binarias relacionadas con condiciones biomédicas del nino, caracteristicas demogréficas
de la madre y contexto familiar.

Las covariables seleccionadas se describen en la Tabla 4.1. [35]

H # Atributo Descripcion Tipo H

1 treat Asignacion al tratamiento Binaria

2 bw Peso al nacer en gramos Continua

3 b.head Circunferencia de la cabeza del bebé al nacer (cm) Continua

4 preterm Semanas de gestacién al nacer (prematuro) Continua

5 birth.o Orden de nacimiento del bebé Continua

6 nnhealth Indice de salud neonatal Continua

7 momage Edad de la madre al momento del nacimiento Continua
8 sex Género del bebé Binaria
9 twin Indica si el bebé es parte de un parto multiple Binaria
10 b.marr Indica si la madre estaba casada al momento del parto Binaria
11 mom.lths Madre con educacién inferior a secundaria Binaria
12 mom.hs Madre con educacién secundaria completa Binaria
13 mom.scoll Madre con algo de educacién universitaria Binaria
14 cig Indica si la madre fumé durante el embarazo Binaria
15 first Indica si el bebé es el primer hijo Binaria
16 booze Indica si la madre consumié alcohol durante embarazo Binaria
17 drugs Indica si la madre consumié drogas durante embarazo  Binaria
18 work.dur Indica si la madre trabajé durante el embarazo Binaria
19 prenatal Indica si la madre recibié cuidado prenatal Binaria
20-26 sitel-site7 Sitio del programa (1 a 7) Binaria
27-29 momwhite, Indica si la madre es blanca, negra o hispana Binaria

black, hisp

Tab. 4.1: Atributos a utilizar del dataset IHDP

La autora afirma que se introdujo artificialmente un sesgo de seleccién al eliminar del
dataset a los ninos tratados cuyas madres no fueran blancas, simulando artificialmente
un sesgo comun en estudios observacionales. Sin embargo, para que esto suceda la raza
deberia ser un collider en un camino que conecte el tratamiento y el outcome, pero no
queda claro que la estructura causal subyacente tenga esa forma. De todas formas, se
replicé el procedimiento seguido por Hill.

De esta manera, el dataset utilizado quedé con las 25 covariables restantes de la Tabla 4.1.

Para los outcomes, se definen dos funciones generativas —denominadas en la literatura
como “Response Surface A” y “Response Surface B”"— [17] que dan lugar a diferentes
niveles de complejidad estructural.

Para la generacién de las superficies se utilizaron todas las covariables X, estandarizando
previamente a media cero y varianza unitaria a las covariables continuas, y se mantuvo a
la variable de tratamiento Z con el valor original observado.
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4.2.1.1. Superficies de tipo A: efecto homogéneo

Con esta superficie se simula un efecto de tratamiento homogéneo para todas las unidades.
Los outcomes potenciales se generan de acuerdo a las Ecuaciones 4.2, donde el vector de
coeficientes B4 se construye seleccionando cada entrada de forma independiente a partir
del conjunto {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4} con probabilidades respectivas (0.5, 0.2, 0.15, 0.1, 0.05).

Yo=XpBa+e¢
Yi=XBa+4+e¢ (4.2)
e~N(0,1)

En el articulo original, la autora hace el sampleo a partir del conjunto {0, 1, 2, 3, 4} [17],
pero al emplear este vector en el presente trabajo se observé que inducia un ruido tan
grande que opacaba el efecto homogéneo que se pretendia simular: la tnica forma de que
los modelos tuvieran un desempeno aceptable en la estimacién de los efectos individuales
era a través del sobreajuste, lo cual se evidenciaba al evaluar los modelos en el conjunto
de entrenamiento.

Por otro lado, en el cédigo del articulo original el vector 54 varia en cada iteracién del
proceso generativo de las superficies, causando que el efecto causal simulado fuera distinto
entre los individuos. Esto también fue modificado para este trabajo, donde el vector 84
no varia en las distintas generaciones de outcomes.

Para visualizar con mayor claridad de qué manera se relacionan las medias de estas su-
perficies, se realizé un gréafico de medias en funcién de una grilla con valores factibles de
la multiplicacion entre X y B4, que se visualiza en la Figura 4.2. Se ve claramente que las
superficies de respuesta para individuos tratados y no tratados tienen una media paralela,
simulando un tratamiento que produce el mismo efecto para todos.

Media
0
|

+ Control
+ Tratamiento

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Grilla de valores

Fig. 4.2: Medias de la superficie de respuesta A. La linea roja representa la media de la distribucién
de Y7 condicional a X, es decir X34 + 4, mientras que la linea negra representa la media
de la distribucién de Yy condicional a X, es decir X 54.
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4.2.1.2. Superficies de tipo B: efecto heterogéneo y no lineal
En este caso, los outcomes fueron generados de acuerdo a las Ecuaciones 4.4, donde:
= W es una matriz de igual dimensiéon que X con todos los elementos iguales a 0.5;

» [p se genera seleccionando cada componente aleatoriamente de {0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4}
con probabilidades (0.6, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1);

= el término w§ es una constante calculada numéricamente en cada simulacién para
que el ATE sea igual a 4, de acuerdo a la Ecuacién 4.3.

E[Yi - o) = 4 (4.3)

Yo = exp((X + W)Bp) + =
Yi=Xpfp—wp+e (4.4)
e~N(0,1)

En el articulo original [17], la autora sefiala que el término w3 se calcula de manera tal que
el CATT (efecto causal en los individuos tratados) sea igual a 4. Sin embargo, a la hora
de evaluar los modelos, compara sus estimaciones del ATE utilizando como valor teérico
también 4. Esto resulta inconsistente, ya que los datasets fueron generados para que el
CATT, y no el ATE, tome dicho valor. Por este motivo, en el presente trabajo se modificé
el proceso generativo para que el ATE sea igual a 4, en linea con lo que se presume fue la
intencién original de la autora.

Tal como ocurrié en las superficies de tipo A, el vector Sp generado una unica vez por
cada dataset, de forma tal que el efecto causal sea aleatorio entre variables y generando
una funcién distinta para el CATE en cada dataset.

Las Ecuaciones 4.4 fueron propuestas por la autora como un proceso generativo que per-
mita simular simular efectos heterogéneos no lineales del tratamiento [17]. Para visua-
lizar la relacién entre las medias de los outcomes potenciales condicionales a X se realizé
nuevamente un grafico de medias en funcién de una grilla de valores factibles para la
transformacion de X. La Figura 4.3 muestra que las medias de las superficies de respuesta
para individuos tratados y no tratados no son paralelas ni lineales.
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. 4.3: Representacién de la media para la superficie B. La linea roja representa la media de la
distribucién del outcome para los individuos tratados, es decir, X g — w$, mientras que
la linea negra representa la media de la distribucion del outcome para el grupo de control,
es decir exp((X + W)Bg) + €.



5. RESULTADOS

En esta seccién se implementa la evaluacién de los modelos de Causal Machine Learning
escogidos a través de las simulaciones basadas en datasets reales. Los scripts que generan
los resultados y las Figuras estan en el siguiente repositorio de GitHub: https://github.
com/constanzadegalvagni/codigo_tesis. A lo largo de esta seccién se hard referencia
a archivos dentro de este repositorio.

5.1. Seleccién de hiperparametros

Los modelos estudiados en esta seccién tienen asociados distintos hiperparametros, expli-
cados en detalle en el capitulo 3. A través de Randomized Search se identificaron combi-
naciones éptimas para este caso de estudio.

Para elegir hiperparametros con buena performance sobre superficies con distintos niveles
de complejidad se seleccionaron diez superficies aleatorias generadas bajo las ecuaciones
de las superficies de tipo A (4.2) y otras diez superficies aleatorias generadas bajo las
ecuaciones de las superficies de tipo B (4.4). De esta manera, se evalué el desempeno de
7 combinaciones aleatorias de hiperparametros para cada modelo sobre estas 20 superfi-
cies promediando los resultados obtenidos por las métricas de interés para cada modelo,
intentando comparar la performance en una cantidad justa de superficies y contemplando
también la falta de reproducibilidad para el paquete que implementa BCF.

El codigo utilizado para este procedimiento se encuentra en el archivo opt_hypers.Rmd,
aunque también se puede visualizar el knit desde opt_hypers.html, ya que su ejecucién
es notoriamente mas lenta que la de los demdas archivos. Para cada modelo se explord
un espectro amplio de combinaciones de hiperpardmetros, desde opciones livianas y de
bajo costo computacional hasta configuraciones mas pesadas y demandantes, priorizando
combinaciones con tiempo de ejecucion para el ajuste de los datos menor a diez segundos.

Las combinaciones seleccionadas para cada modelo y las métricas que se utilizaron para
evaluar estas decisiones se detallan a continuacion.

Combinacién seleccionada para BART

Para seleccionar la combinacién de hiperparametros con mejor performance para BART
se evaluaron los criterios de convergencia introducidos en la Seccién 3.2.3.

La combinacién de hiperpardametros con mejor performance sobre estas métricas resultéd
ser la siguiente:

» n.chains = 5

= n.burn = 50

= n.samples = 2000
= n.thin = 2
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Si bien al analizar los resultados se hall6é otra combinaciéon con un mayor effective size, se
encontré que la métrica de Gelman-Rubin fue casi igual para ambas combinaciones, y con
un mejor desempeno temporal para la elegida. De todas formas, en este caso la métrica
del promedio del effective size no es la mejor para comparar las combinaciones, porque
depende del largo de las cadenas: en el caso de la combinacién con mayor effective size
se consideran 10 cadenas de 3000 iteraciones, lo que genera un modelo més lento con un
desempeno que no supera al de la combinacién ganadora. Es por esto que la métrica que
motivé la decisién tomada es el diagnéstico de Gelman-Rubin.

Combinacién seleccionada para BCF

Se selecciond la combinacién de hiperparametros con mejor desempefio para los criterios de
convergencia explicados en la Seccién 3.3.2, considerando también un desempeno temporal
que no resultara limitante.

Considerando estas métricas, la combinacion seleccionada tiene los siguientes valores para
los hiperparametros:

= num_gfr = 5

= num_burnin = 400

= num_mcmc = 400

= prognostic_forest_params$num_trees = 20

= treatment_effect_forest_params$num_trees = 5

Resulta llamativo que la combinacién seleccionada es una cadena con muy pocas ite-
raciones. El rango que se tuvo en cuenta estuvo dado por el vector num_burnin <-
c(100, 200, 400, 500, 1000, 2000). Tras un sampleo aleatorio para este valor, se
elegia otro valor aleatorio del vector proporciones_mcmc <- c(1,2,3,4), indicando qué
largo tendria la cadena respecto al num_burnin: el largo de la cadena quedaba determinado
por num_burnin X proporciones_mcmc. Habiendo incluso probado valores “largos” para
las cadenas el valor ganador fue el de una cadena “corta”.

Un anélisis en mayor profundidad deberia revisar, de todos modos, si efectivamente los
resultados finales para BCF no se vieron afectados por la decisién de utilizar este tipo de
cadena.

Combinacion seleccionada para CF

Los modelos no bayesianos, si bien no requieren ejecutar métodos de Monte Carlo para
realizar la inferencia, suelen contener una gran cantidad de hiperparametros propios del
modelo, que deben ser optimizados en términos de su desempeno. Por ese motivo, el
Causal Forest fue evaluado por su error absoluto entre el efecto causal 7 estimado y el 7
verdadero (un punto que no se puede realizar en datos observables reales). Si bien todas las
combinaciones presentaron valores de error muy similares, se priorizé la de mejor balance
entre error y desempeno temporal. Los hiperpardametros que resultaron éptimos fueron:

= num_trees = 5000
» sample_fraction = 0.3

» honesty.fraction = 0.5
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= mtry = 12
m min.node.size = 1

= alpha = 0.005

5.2. Resultados en simulacién simple

En la experimentacién inicial con el dataset simple (4.1) el objetivo propuesto fue replicar
los resultados obtenidos en el articulo original [17] para BART, comparando su desempeno
frente a BCF y CF. El cddigo utilizado para la experimentacién y generacién de figuras
se encuentra en el archivo experimentacion_inicial.Rmd.

En el articulo original [17], la autora opta por mostrar el ajuste de BART en comparacién
con un polinomio de grado 1. Este ajuste resulta muy pobre para los datos propuestos,
por lo que se decidié compararlo con un ajuste de un polinomio de mayor grado para
visualizar una comparacion més justa.

Los resultados se visualizan en la Figura 5.1. En esta visualizacion, si bien se evidencia la
capacidad de BART para ajustarse al outcome Y de los tratados, también se observa que
en el ajuste generado en este trabajo existe una tendencia del modelo a sobreestimar el
resultado en la poblacion de control, especialmente en la zona que la autora denomina non-
overlap [17]: el drea del eje X donde los grupos de tratamiento y control presentan menor
interseccion. En esa region, la prediccién del outcome para los individuos no tratados se
aproxima a la curva tedrica de los tratados de manera muy similar al comportamiento del
ajuste del polinomio de tercer grado.

o
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true response curves
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X Ajustes generados en este trabajo

Resultados obtenidos por Hill

Fig. 5.1: Comparacién de ajustes BART y polinomial. Los circulos representan a los individuos
tratados, mientras que los rombos o tridngulos representan al grupo de control. La linea
roja representa el ajuste obtenido por BART, y la linea de puntos y rayas representa los
ajustes polinomiales.

o Esta tendencia se debe a la ausencia de datos del grupo de control en regiones con X
superior a 40, generando que el ajuste se acerque a la regiéon del grupo tratado. Es intere-
sante notar que, si bien ambos datasets provienen de las mismas ecuaciones generadoras,
la aleatoriedad de la generacion de datos produjo que en el dataset de Hill se genere un
outlier en el grupo de individuos no tratados, quedando muy alejado en el eje X respecto a
los demas. Por el contrario, en el dataset simulado para este trabajo el punto mas extremo
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del grupo de control se ubica a casi 10 unidades de distancia del outlier generado por Hill,
mucho mas cercano a los demas individuos del grupo de control. Esta disparidad en la
distribucién de los datos podria explicar el hecho de que en el ajuste BART del articulo
original [17] la prediccién para el grupo de control se acerca més a la curva tedrica: el
modelo se ajusta al punto aislado, generando un efecto visual de mejor ajuste para el
grupo de control. En el caso de este trabajo, en cambio, al no contar con individuos de
control a partir de cierto valor de X, se visualiza un peor ajuste a la curva tedrica, aun
cuando el modelo estda comportandose correctamente dadas las caracteristicas de los datos
disponibles.

La comparacién de los ajustes para BART, BCF y CF se visualiza en la Figura 5.2.

0 20 40 60 0 20 40 60 0 20 40 60
X X X

Ajuste BART Ajuste BCF Ajuste CF

Fig. 5.2: Comparacién de ajustes BART, BCF y CF.

En el casos de CF y BCF, en contraposiciéon con BART, se observa un aplanamiento del
modelo en las zonas con poca densidad de datos. Este comportamiento puede interpretarse
como una senal positiva en términos de sobreajuste, dado que BART tiende a hacerlo en
ese tipo de regiones. No obstante, estos modelos tampoco logran replicar adecuadamente
la forma de la curva tedrica.

De todas formas, al tratarse de areas donde hay pocos datos observados, es esperable que
el modelo no se ajuste con precision a la realidad. El aplanamiento puede explicarse por
la naturaleza de los modelos basados en bosques: los puntos extremos son seleccionados
con menor frecuencia en las particiones, lo que reduce la sensibilidad del modelo en esos
rangos.

El sesgo observado en las curvas contrafactuales generadas por BCF podria deberse a
caracteristicas internas del paquete elegido. Los outcomes que se observan en la Figu-
ra 5.2 son los que devuelve el modelo, contrario al paquete utilizado para Causal Forest
que permite reconstruir las curvas contrafactuales a través de la reparametrizacion 3.13.
Esto no es posible con el modelo bayesiano, ya que al no devolver la estimacién interna
del propensity score m que realiza no es posible reconstruir los resultados a través de la
reparametrizacion 3.6: la estimaciéon de m que hace el modelo puede ser muy mala, lo que
estaria perjudicando la estimacién de los resultados.

De todas formas, la diferencia entre curvas contrafactuales muestra una estimacién del
efecto causal similar a la obtenida para los demdas modelos, lo que podria explicar que
posteriormente se obtuvieron buenos resultados en la estimaciéon del CATE para este
modelo, a pesar de evidenciarse su mal desempeno para predecir los outcomes.

Por otro lado, se calcularon los intervalos de confianza de nivel 0.95 para las estimaciones de
T para cada uno de los modelos estudiados a partir de las estimaciones del desvio estandar
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devueltas por cada uno de ellos. En la Figura 5.3 se visualizan los resultados obtenidos en
comparacién con los del articulo original [17] para BART. Si bien al tratarse de un dataset
pequeno con regiones de bajo overlap el cubrimiento de los intervalos varia para cada
situacién, se observa un patrén similar para ambos ajustes. El tamano de los intervalos
de confianza aumenta considerablemente en las zonas de menor overlap entre grupos de
tratamiento y de control, y més all4 del punto con mayor valor de X el cubrimiento de los
intervalos (coverage) comienza a decaer. Se observa también la diferencia en la distribucién
de los individuos tratados sobre el eje X entre los distintos datasets. La presencia del punto
alejado sobre el eje X en los individuos no tratados que presenta el dataset de Hill conlleva
a un leve sobreajuste de su modelo, mostrando en consecuencia un mejor coverage. Solo
se visualizan 4 intervalos que no cubren la curva tedrica frente a los aproximadamente 60
que contiene el dataset.

o]
®

30 Coverage = 0.92

treatment effect
Efecto estimado

T T T T T 0 20 ‘ 40 60
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x Resultados del BART de este trabajo
Resultados obtenidos por Hill

Fig. 5.3: Comparacién de intervalos de confianza del ajuste BART obtenido por Hill y el de este
trabajo. En negro se visualiza la curva tedrica del 7, que resulta de restar las curvas
tedricas para outcome bajo tratamiento y no-tratamiento. En rojo se visualiza el cuantil
0.95 en el eje X del grupo de control, y en naranja el punto mas extremo de dicho conjunto.

Los resultados de los intervalos de confianza del 7 para los otros modelos se visualizan en
la Figura 5.4.

Dado que para BCF no se cuenta con reproducibilidad de los ajustes, para cada corrida
del cédigo se obtenia un resultado diferente de intervalos de confianza y coverage. Para
visualizar un nimero que fuera mas representativo del coverage real del modelo sobre estos
datos, se decidié ajustar 10 BCF's diferentes sobre los datos y calcular, para todos ellos,
el promedio de los intervalos de confianza y del cubrimiento final. Es por esto que en el
grafico no se visualizan intervalos de confianza, sino aproximaciones de los mismos.

El patrén observado para BART se mantiene en estos ajustes, con un peor coverage en
la zona de menor owerlap. Se observa una diferencia considerable entre el promedio de
los tamanos para los intervalos de confianza generados por BCF y el de los intervalos de
confianza generados por CF, con un mayor coverage en promedio para BCF con intervalos
mucho més grandes a lo largo de todo el soporte, pero intervalos mucho mas pequenos con
menor coverage para CF.

Las predicciones para el valor de 7 son més acertadas en el caso de CF en la regién donde
presenta mayor soporte de los individuos tratados, y para la zona con menor overlap el



5. Resultados 45

30 Coverage = 0.9 30 Coverage = 0.63
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Fig. 5.4: Comparacién del promedio de intervalos de confianza para BCF e intervalos de confianza
para CF. En negro se visualiza la curva tedérica del 7, que resulta de la resta entre la curva
tedrica de tratados y no-tratados. En rojo se visualiza el cuantil 0.95 en el eje X del grupo
de control, y en naranja el punto mas extremo de dicho conjunto.

coverage de BCF es mayor. De todas formas, este coverage también conlleva a la generacion
de intervalos de confianza de mayor tamano, por lo que es apresurado decir que tendria
mejores predicciones para 7 que CF.

En términos de tamano de intervalos de confianza y coverage, se evidencia para el dataset
simple y para la semilla utilizada que el mejor ajuste es BART. La incertidumbre de los
intervalos de confianza no se dispara considerablemente, y el coverage del 7 en las regiones
con buen overlap es ampliamente satisfactorio.

5.3. Resultados en simulacion IHDP

En este caso, se propone comparar la performance de los modelos elegidos para las super-
ficies basadas en IHDP (4.2). Para esto fueron generadas 500 superficies de cada tipo a
través de la variacién de distintas semillas. En cada iteracién se seleccioné un 70 % de la
muestra como conjunto de entrenamiento y un 30 % como conjunto de testeo, de manera
de poder evaluar el desempefio predictivo de los modelos, y con el objetivo de hallar, si
existieran, diferencias en cuanto al desempeno en la estimacion del CATE para individuos
out-of-sample.

Notar que, cuando el interés detras del uso de los modelos es estimar efectos causales,
identificar confounding u otros sesgos estructurales, la separacién entre conjunto de en-
trenamiento y testeo es poco relevante. Sin embargo, en este disenio, con datos simulados
bajo ignorabilidad condicional y con estimandos conocidos, el split si es informativo, ya
que permite evaluar el desempeno de los métodos al contrastar sus estimaciones con los
datos verdaderos [36].

El cédigo utilizado en esta seccién se encuentra en el archivo experimentacion_ihdp.Rmd,
y el codigo que genera las Figuras se encuentra en analisis_ihdp.Rmd.

A continuacion se detallan las métricas tenidas en cuenta. Para cada una de ellas, la nota-
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cién m, d representa a cada modelo m € {BART, BCF, CF} entrenado con el subconjunto
de datos de entrenamiento dir.in seleccionado al azar sobre el dataset d.

= mmd: Se estimé el ATE para cada modelo y dataset promediando sobre las esti-
maciones individuales del CATE (5.1), donde la expresién x; denota las covariables
observadas para el individuo ¢ y IN representa el tamano de la muestra total.

La estimaciéon del ATE se formaliza en la Ecuacién 5.2, deducida a partir de la
esperanza de la adjustment formula (2.12).

e 2.23) ~ ~

CATE a(zi) “2) Va2 = 1,25) — Vina(Z = 0, 21) (5.1)
2,12 1 N

EmalVi = Yo] % > YmalZ = 1,@i) = Vna(Z = 0,2) (5:2)

ATE CATE,, 4(x;)

. Error(Aﬁ@): Se comput6 el médulo del error del ATE estimado en cada da-
taset d y cada modelo m respecto al ATE real, que tal como se mencioné en las
FEcuaciones 4.2 y 4.4 equivale a 4 para todas las superficies simuladas.

Error(Aﬁ;d) = |Aﬁ:’d — 4] (5.3)

. RMSE(I/TTE): Como se explico en la Seccién 2.5, el CATE sera utilizado como un
estimador del ITE dado el supuesto de ignorabilidad condicional (2.24). Dado que
cada modelo devuelve multiples estimaciones individuales del efecto causal, ya sea
a través de las cadenas de Markov paralelas en el caso de BART o de las estima-
ciones individuales de los distintos arboles para BCF o CF, el promedio de estas
estimaciones para cada individuo constituye un predictor del ITE.

Para cada dataset d y modelo m se calcul6 la raiz cuadrada del error cuadratico medio
(RMSE) obtenido para las predicciones del ITE de los individuos, comparando cada
prediccién con el ITE real al cual se tiene acceso por tratarse de datos simulados.
El resultado se expresa en la Ecuacién 5.4, donde x; representa a las covariables
observadas para el individuo ¢, y donde d. € { train, test } dado un dataset d.

— 1 —

RMSE(ITEp,q(i € de)) =, | > (CATE,, q(x;) — ITE(i))? (5.4)
de .
¢ 1€d,

= Coverage del ITE: Como se explicé en el capitulo de documentacién de mode-
los (3), cada una de las implementaciones utilizadas devuelve estimaciones del desvio
estdndar para las estimaciones individuales del CATE. Teniendo en cuenta también
al CATE como estimador del ITE es posible calcular intervalos de confianza para el
ITE, los cuales en este caso fueron de nivel 0.95.

El coverage fue calculado como la proporcién de intervalos/(&e contienen el valor
real del ITE, como se expresa en la Ecuacién 5.5, donde I(CATE,, 4(z;)) representa
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el intervalo de prediccion de nivel 0.95 para el ITE con las covariables observadas x;
bajo el modelo m y el dataset d.

Se tuvo en cuenta esta métrica para las estimaciones del CATE en los individuos del
conjunto de entrenamiento y para el conjunto de testeo de cada dataset, lo que se
representa con el subindice d. de la Ecuacion 5.5.

Coverage,, 4(ITE(i € d.)) = ~—— Z ITE() € Ina(CATE(z;))]  (5.5)
de i€de

ElITE es una variable aleatoria, por lo que para predecirlo deberian usarse intervalos
de prediccion para el ITE. Sin embargo, por la forma en que fueron generados los
contrafactuales en este trabajo, los errores se cancelan y el ITE de cada individuo
coincide con su CATE, por lo que seria valida la utilizacién de intervalos de confianza
del CATE como intervalos de prediccion del ITE.

Por otro lado, a lo largo del trabajo se hace un abuso de notacién para los modelos
bayesianos, ya que estos en lugar de contar con intervalos de confianza cuentan
con intervalos de credibilidad. Es importante tener esto en cuenta cuando se
mencionen intervalos de confianza para este tipo de modelos.

= Tamano medio de los intervalos de confianza: Para los intervalos de confianza
del ITE generados se calcul6 la media de la diferencia entre el limite superior y el
limite inferior, tal como se formaliza en la Ecuacién 5.6. Esta métrica fue calculada
tanto para el conjunto de entrenamiento como para el de testeo para cada dataset,
lo que se denota con el subindice d..

I a(ITEy q(i € d.)) = —— Z IY(ITE(i)) — I, (ITE()) (5.6)
de i1€d,

= Tiempo: Se midié el tiempo de entrenamiento de cada modelo en segundos.

Adicionalmente se computaron métricas inherentes al desempeno de las cadenas MCMC,
en los casos que correspondiera:

» Tanto para BART como para BCF se calculf el effective size de la/s cadenas genera-
das, para evaluar la convergencia. Se evalué tanto el niimero absoluto como relativo
al largo de la/s cadenas generadas.

= Para BART se calculé el diagnéstico de Gelman-Rubin, como métrica adicional de
convergencia.

= Para BCF se calculé la autocorrelacién de la cadena generada por el ajuste.

5.3.1. Estimacién del ATE

En cada superficie se representé la distribucién del error absoluto en la estimacion del
ATE, tal como se define en la Ecuacién 5.3. Los resultados para las superficies de tipo
A y B se muestran en las Figuras 5.5 y 5.6, respectivamente. Cada punto de los gréficos
representa la métrica calculada para un dataset, por lo que las zonas mas “anchas” del eje
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X representan mayor frecuencia para el respectivo valor en el eje Y, tal como sucede en
los histogramas o graficos de densidad.

No se observaron diferencias relevantes para esta métrica entre los conjuntos de entrena-
miento y de testeo de cada dataset, por lo que los gréaficos representan el resultado de esta
métrica considerando todos los puntos, sin discriminacién entre entrenamiento y testeo.

Error ATE para superficies de tipo A
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Fig. 5.5: Distribucién del error en la estimacion del ATE para las superficies de tipo A
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Fig. 5.6: Distribucién del error en la estimacién del ATE para las superficies de tipo B.
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En el caso de las superficies de tipo A, el comportamiento del error es muy similar entre los
tres modelos evaluados. Para las superficies de tipo B, en cambio, se aprecia que Causal
Forest alcanza errores de estimacién del ATE notablemente menores que los modelos
bayesianos, los cuales presentan un desempeno muy parecido entre si.

Cabe destacar que, al considerar el cambio de escala en el eje Y entre la Figura 5.5 y la
Figura 5.6, se observa que la mediana del error en los modelos bayesianos practicamente
se duplica en las superficies de tipo B respecto a las de tipo A, mientras que el error en
Causal Forest se mantiene estable entre ambos tipos de superficies.

5.3.2. Prediccién del ITE

Se calcul el RMSE del ITE (5.4) para los conjuntos de entrenamiento y de testeo de cada
dataset.

Los resultados para las superficies de tipo A se visualizan en la Figura 5.7.
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Fig. 5.7: Distribucién del RMSE de la estimacién del ITE para las superficies A.

Las distribuciones del RMSE no presentan diferencias considerables entre el conjunto
de entrenamiento y testeo para los tres modelos, por lo que no se observa evidencia de
sobreajuste para este tipo de superficies.

Al comparar entre modelos, BART y CF presentan medianas muy similares con cajas
levemente mds pequeiias para CF, el cual también presenta menor dispersién de los pun-
tos. El RMSE del ITE en Causal Forest presenta una variabilidad levemente menor a la
observada para los deméas modelos.

BCF presenta una mediana ligeramente inferior que los otros dos modelos y se visualizan
datasets cuyo RMSE(ITE) es menor a 0.05, valores que no fueron alcanzados por los otros
modelos. Sin embargo, la longitud de las colas superiores y el solapamiento entre las cajas
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para todos los modelos indica que la ventaja del desempeno de BCF es reducida para las
superficies con efectos causales homogéneos.

Los resultados del RMSE de la prediccion del ITE para las superficies de tipo B se visua-
lizan en la Figura 5.8.
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Fig. 5.8: Distribucién del RMSE de la estimacion del ITE para las superficies B

Para este tipo de superficies es notorio el cambio de escala en el eje Y, evidenciando que
el escenario de efectos causales heterogéneos es mas complejo para todos los modelos en
cuanto a la prediccién del ITE. En cuanto a la comparacién entre modelos, BART muestra
la menor mediana y una dispersién moderada, lo que indica mejor desempenio. BCF y CF
tienen errores mayores que BART. En el caso de BCF, su mediana es cercana a CF pero
muestra una varianza bastante mayor, con colas superiores largas (outliers altos), lo que
evidencia un mal desempeno en cuanto a sesgo y varianza. Por su parte, CF tiene una
distribucién més concentrada pero centrada en valores mas altos que BART, indicando
menor varianza pero mayor sesgo que BART.

En los tres modelos se observa que las diferencias entre los conjuntos de entrenamiento y
testeo son préacticamente nulas. No se evidencian senales de sobreajuste, aunque resulta
llamativo que para CF el error del conjunto de testeo sea casi 0.5 unidades menor que el
del conjunto de entrenamiento.

Notar que, si bien al calcular el error de estimacién del ATE las medianas se mantuvieron
por debajo del 0.2, el error de estimacién del ITE es mucho mayor para las superficies de
tipo B. Esto pareciera ser contraintuitivo, ya que el ATE se calcula como un promedio de
las predicciones del ITE (5.2). En la Seccién 5.3.5 se propone una explicacién para este
comportamiento.
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5.3.3. Analisis del tamano de intervalos de confianza

Se realizd un analisis de la distribucién del tamafio de los intervalos de confianza para las
predicciones del ITE (5.6).

Para las superficies de tipo A los resultados se visualizan en la Figura 5.9.
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Fig. 5.9: Distribucién del tamano de los intervalos de confianza para el CATE generados por los
distintos modelos para las superficies de tipo A, discriminados segiin conjunto.

En todos los modelos se observan diferencias pequenas entre los conjuntos de entrenamien-
to y testeo, indicando una cuantificacién de la incertidumbre estable para los distintos tipos
de conjuntos.

En cuanto a comparaciones entre modelos, el hecho de que BART muestre los intervalos
mas largos para este tipo de superficie apunta a una mayor incertidumbre en la estimacion
de los efectos individuales, lo cual también deberia corresponder a un mayor cubrimiento
del valor real.

BCF y CF generan intervalos mas cortos que BART, pero BCF presenta mayor variabilidad
en el tamano de los intervalos. Esto sugiere que en la mayoria de los puntos el modelo
acota la incertidumbre, pero en ciertas regiones pareciera generar intervalos més grandes
en un intento de obtener un mejor cubrimiento.

En la seccién siguiente se realizard un andlisis del cubrimiento de los intervalos del ITE,
donde se verificara si efectivamente los modelos bayesianos presentan un mayor cubrimien-
to del ITE que Causal Forest, que generd los intervalos mas cortos entre los tres modelos.

Se visualiza la dispersién del tamano de los intervalos de confianza del ITE para las
superficies de tipo B en la Figura 5.10.

Se observa un considerable cambio de escala en el eje Y respecto a las superficies de tipo A,
en especial para los modelos bayesianos. BART presenta una dispersién méas moderada que



5. Resultados 52

Tamafio medio ICs — Sup. B

Conjunto

test

Tamarfio IC

train

BART BCF CF
Modelo

Fig. 5.10: Distribucién del tamano de los intervalos de confianza para el ITE generados por los
distintos modelos para las superficies de tipo B.

BCF, representando una cuantificacién més conservadora y estable de la incertidumbre
que BCF. Este tultimo, si bien presenta intervalos ligeramente mas angostos que BART
en mediana, presenta mayor variabilidad y colas mas largas, indicando regiones donde el
modelo percibe poca informacién y ensancha fuertemente los ICs y otras donde estima el
valor con mayor certeza.

En cuanto a CF, sus intervalos de confianza son més cortos que para los modelos bayesia-
nos. Sin embargo, como se observo en la Figura 5.8, el modelo presenta un RMSE alto para
la estimaciéon del ITE, lo que indica que el modelo estd subestimando la incertidumbre de
las predicciones con intervalos cortos que probablemente no cubran el valor real del ITE.

5.3.4. Analisis del coverage del ITE

Los resultados para las superficies de tipo A se visualizan en la Figura 5.11.

Para los modelos bayesianos se visualiza una cobertura muy cercana a 1 para casi todos
los datasets, representando una sobrecobertura sistemaética, ya que se esperaria ver valores
més cercanos a 0.95 por tratarse de intervalos de confianza de ese nivel. Sin embargo, como
se vio en las dos secciones anteriores, estos modelos presentan intervalos de confianza més
amplios que CF, por lo que es esperable que se cubran la mayor parte de las estimaciones
a través de intervalos grandes.

Los intervalos de Causal Forest presentan un cubrimiento méas cercano a 0.95, pero ma-
yor dispersion y multiples casos de cobertura menor a los deméas modelos. Esta menor
cobertura coincide con los intervalos mas cortos generados por este modelo (Figura 5.9).
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Fig. 5.11: Distribucién del coverage del ITE para las superficies de tipo A. La linea punteada naran-
ja indica el valor 0.95, correspondiente al nivel de los intervalos de confianza calculados.

Por su parte, los resultados para las superficies de tipo B se visualizan en la Figura 5.12.
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Fig. 5.12: Distribucién del coverage del ITE para las superficies de tipo B. La linea punteada naran-
ja indica el valor 0.95, correspondiente al nivel de los intervalos de confianza calculados.

Es notorio que ningtin modelo alcanza el 0.95 de cobertura, en contraposicién con los datos
observados para las superficies de tipo A. El coverage de todos los modelos se posiciona
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por debajo de la linea del 0.95, indicando una sub-cobertura de los intervalos de confianza.

BART ofrece la mayor cobertura relativa, con la mayoria de puntos para los conjuntos de
entrenamiento y testeo ubicados por encima del 0.8, mucho mas cerca del nivel deseado
que los demés modelos, ademés de que exhibe distribuciones menos dispersas del cubri-
miento que los deméas. Por su parte, BCF muestra una cobertura intermedia, con mayor
dispersién. Esta variabilidad también es consistente con lo mencionado en secciones an-
teriores: las estimaciones individuales del modelo parecieran depender fuertemente de las
caracteristicas de las regiones del espacio de covariables, presentando regiones con mucho
mejor desempeno en todas las métricas que otras. Causal Forest, por ultimo, muestra la
menor cobertura, a la vez que muestra una menor dispersién, indicando que la subcober-
tura es sistematica. Para este modelo la estimacion de la incertidumbre no se adapta a la
dificultad de este tipo de superficies.

5.3.5. Analisis entre coverage y predicciones del ITE

Con el fin de evaluar la calidad de las predicciones del efecto individual del tratamiento
(ITE), se construyeron graficos que comparan los valores verdaderos con sus predicciones
mediante el CATE en una superficie especifica generada a partir de una semilla aleatoria.
La logica detras de este andlisis es que el conjunto de covariables se mantiene constante
para la generaciéon de outcomes, mientras que las semillas se modifican tinicamente para
muestrear distintos resultados a partir de la misma distribucién de probabilidad. De este
modo, se espera que el comportamiento de las predicciones individuales sea consistente
entre semillas.

El grafico relaciona estas variables en un scatterplot, de forma tal que las predicciones
ideales deberian estar sobre la diagonal, y los colores de los puntos varian segin el coverage
alcanzado para la estimacién individual del efecto causal: el celeste indica puntos cuyo
intervalo de confianza cubre el valor real del ITE, y en caso contrario se colorean en fucsia.

El resultado de este gréafico para las superficies de tipo A se visualiza en la Figura 5.13.
El ITE teérico siempre equivale a 4 por tratarse de superficies tal que el efecto causal es
homogéneo para todos los individuos, mientras que para los distintos modelos se visualizan
distintos niveles de dispersion.

Tal como se vio en las Figuras 5.7, BCF resulta ser el modelo que alcanza menor RMSE
para este tipo de superficies, seguido por BART y luego por CF. El resultado también es
consistente con la Figura 5.11: no se visualizan puntos fucsias para los modelos bayesianos,
pero si para CF.

La dispersion en el eje Y de la nube de puntos sugiere qué valor tendra la estimacion del
ATE, ya que con este promedio se realiza la estimacién. Si bien la nube de puntos de
los modelos bayesianos estd por debajo del valor del ATE teérico y Causal Forest estd
centrado en este valor, en la Figura 5.5 se vio que el error de estimacién para el ATE
era muy similar en todos los modelos. Esto ocurre porque las estimaciones de CF tienen
mayor varianza que los modelos bayesianos, compensando a través del promedio el sesgo
que presentan estos modelos. El hecho de que todas las predicciones realizadas por los
modelos bayesianos se encuentren por debajo del valor real muestra el sesgo que presentan
este tipo de modelos, patrén que también se observa sisteméticamente en las competencias
ACIC [3] [18].
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Fig. 5.13: Comparacién entre I'TE verdadero y su estimacion a través del CATE para las superficies
A. La diagonal roja representa la relacion ideal entre el valor y su estimacién, la linea
punteada verde representa el ATE tedrico = 4. Los puntos azules son las predicciones
cuyo IC contiene el ITE real y los puntos fucsias son los puntos que no alcanzan a cubrir
el ITE.

Por 1ltimo, no se observan diferencias significativas entre los conjuntos de entrenamiento
y de testeo, coincidiendo con el patrén observado para todas las métricas analizadas. Esto
es una buena senal en términos de que no se aprecia sobreajuste para ningin modelo.

El grafico andlogo para las superficies de tipo B se visualiza en la Figura 5.14. En este
caso, el panorama es diferente: el I'TE no toma siempre el mismo valor, ya que este caso
corresponde al escenario de efectos heterogéneos. Nuevamente los patrones observados no
varian entre el conjunto de entrenamiento y el de testeo, coincidiendo con las métricas
medidas para estas superficies.
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Fig. 5.14: Comparacion entre ITE verdadero y su estimacion a través del CATE para las superficies
B. La diagonal roja representa la relacién ideal entre el valor y su estimacion, la linea
punteada verde representa el ATE tedérico = 4. Los puntos azules son las estimaciones
cuyo IC contiene el ITE real y los puntos fucsias son los puntos que no alcanzan a cubrir
el ITE.

Se evidencia que el modelo con mejor desempenio predictivo resulta ser BART por ser
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el modelo con puntos méas cercanos a la diagonal, ademds de tener claramente mayor
proporcién de puntos celestes, indicando individuos cuyo intervalo de confianza para la
estimacién del CATE cubre al ITE verdadero.

Para BCF se observan regiones de puntos fucsias que si bien estdn cercanos a la diagonal
no alcanzan a cubrir el valor real, lo cual se corresponde con los intervalos de confianza
“cortos” observados en la Figura 5.10. Se visualizan también zonas donde las predicciones
estan notoriamente alejadas del valor real, en algunos casos hasta a mas de cinco unidades
de distancia, lo cual coincide con la dispersién observada para el RMSE en la Figura 5.8.

Para CF, por su parte, las zonas de bajo cubrimiento son visiblemente mas grandes que las
que cubren el valor verdadero, tal como se habia notado también en la Figura 5.12. Incluso
se visualizan valores cercanos a la diagonal cuyo intervalo de confianza fue demasiado
corto y no alcanzd a cubrir el valor verdadero. Esto demuestra que los intervalos cortos
visualizados en la Figura 5.10 estdn subestimando el error de la estimacion, lo cual también
se habia evidenciado al medir el coverage. La concentracién de la nube de puntos en
una zona mas reducida que los demas coincide con el patron de RMSE observado en la
Figura 5.8, donde se observé una tendencia del modelo a subestimar sisteméticamente
los efectos individuales heterogéneos. El modelo presenta un bajo nivel de generalizacion
para los valores més extremos del ITE, mostrando un peor poder de estimacién para los
valores de ITE mas alejados del 0. Parecieran existir zonas donde el modelo estd sesgado a
sobreestimar el efecto causal (izquierda de la diagonal) y zonas donde, si bien la estimacién
no es lejana a la real, el tamano del intervalo de confianza no logra cubrir el valor real
(derecha de la diagonal).

5.3.6. Analisis de criterios de convergencia

Para el caso de BART, se visualiza la convergencia de las cadenas MCMC generadas en
la Figura 5.15.

En lineas generales, la convergencia observada es muy buena, con gran densidad de valores
cercanos al 1 para ambas superficies y conjuntos. Si bien para las superficies de tipo B se
visualiza una mayor dispersion, no dejan de ser valores “buenos” de la métrica.

Para BCF se visualiza la convergencia de la cadena en la Figura 5.16. Para este modelo se
observa una métrica de convergencia muy pobre: La totalidad de los valores es superior al
0.6, un valor ya de por si alto para esta métrica, indicando que las cadenas generadas no
aportan nueva informacién en cada sampleo y no alcanzan a explorar satisfactoriamente
el espacio. Es importante aclarar que, de todos modos, los hiperparametros seleccionados
fueron elegidos especificamente por tener el mejor desempeno en cuanto a métricas para
la cadena de Markov, por lo que en general el desempeno obtenido en cuanto a cadenas
MCMC fue muy pobre para este modelo. De todas formas, se destaca que a pesar de
generar “malas” cadenas su desempeno predictivo no fue despreciable respecto a los demas
modelos.
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5.3.7.

cada BCF.

Discusion de resultados en IHDP

Para hablar de los resultados visualizados en esta seccién es necesario remontarse a la
primera etapa de la experimentacién: la elecciéon de hiperparametros. En esa instancia, se

eligié a los hiperparametros de los modelos bayesianos segin la convergencia de cadenas

MCMC generadas, y a los de Causal Forest segiin su RMSE en la predicciéon del ATE.
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Teniendo en cuenta que los hiperpardametros de los modelos bayesianos fueron elegidos
Unicamente por criterios de convergencia, es destacable la capacidad de éstos para estimar
los efectos causales tanto individuales como muestrales. La performance superior de BART
sobre BCF puede deberse al mejor sampleo de las cadenas MCMC generadas (Figura 5.15),
y el sesgo observado en la Figura 5.14 para BCF puede deberse a la mala convergencia de
las cadenas, llevando a la baja generalizaciéon del modelo en ciertas regiones del espacio.

Se atribuye la baja performance observada en todas las métricas estudiadas para BCF
a la baja calidad del paquete utilizado: la falta de posibilidad de generar mas de una
cadena MCMC, la ausencia de hiperparametros que muestren una convergencia aceptable
y la nula documentacién del paquete para calcular el propensity score son algunas de las
razones por las que se atribuye el mal desempeno al paquete y no al modelo en si, que
como se explicé anteriormente es uno de los més aceptados actualmente para la estimacion
de efectos heterogéneos. Era esperable que este modelo tuviera mejor desempeno que sus
competidores, al ser el ganador de las iltimas competencias ACIC.

El bajo cubrimiento de los Causal Forests (Figuras 5.11, 5.12), asi como el sesgo observado
para ciertas regiones de las estimaciones individuales bajo el escenario de efectos causales
heterogéneos (Fig 5.14) puede deberse a una bajo poder de generalizacién entre los drboles
generados que no alcanza a cubrir la heterogeneidad real del espacio, como si lo hicieron
los modelos bayesianos.
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6.1. Discusion acerca del objetivo de la tesis

El objetivo principal de este trabajo fue estudiar el area de inferencia causal replicando
y expandiendo los hallazgos del articulo de Hill (2011) [17], a través del anédlisis de la
estimacion del efecto causal no sélo del modelo BART, protagonista del articulo origi-
nal, sino también de Bayesian Causal Forest (BCF) y Causal Forest (CF), considerados
actualmente como parte del estado del arte en inferencia causal.

Previo a la implementacién de modelos sobre distintos datasets, se llevé a cabo una re-
coleccién exhaustiva de bibliografia y articulos en el tema, para tener una base sélida del
estado del arte en cuanto a modelos y métricas a considerar. Fue en esta instancia de la
tesis donde se comenzo a profundizar en el trabajo de Hill, no sdlo en su articulo de 2011,
que fue una gran base para la misma, sino también con las competencias ACIC organizadas
posteriormente e impulsadas principalmente por ella, cuyo objetivo era evaluar modelos
de inferencia causal en datasets con caracteristicas diversas, propdsito que también guia
el presente trabajo.

Toda esta informacién fue clave para construir el marco tedrico, definir qué modelos se
utilizarian y sobre qué datasets teniendo en cuenta el poder de cémputo y restricciones
temporales existentes.

En este sentido, se consiguié estudiar todos los modelos seleccionados. Ademads, se efectud
un andlisis sistemdatico de distintas combinaciones de hiperparametros para maximizar
su desempeno en la estimacion tanto del efecto causal promedio como del individual, un
aspecto que no habia sido abordado en el articulo original [17].

Los modelos fueron puestos a prueba sobre escenarios desde mas sencillos hasta més com-
plejos, comenzando por un pequeno dataset simulado con una sola covariable, hasta la
simulacién de superficies de respuesta con menor y mayor complejidad del efecto del trata-
miento, cubriendo un espectro de complejidades factible para las condiciones de realizacion
del trabajo.

Se pusieron a prueba utilizando implementaciones con soporte y aceptacion en la comuni-
dad académica, documentando previamente los modelos a estudiar y los paquetes tenidos
en cuenta.

En el contexto de los entornos experimentales considerados, se generaron estimaciones del
efecto promedio y predicciones del efecto individual del tratamiento, verificando el des-
empeno predictivo de cada modelo, sus debilidades y sus fortalezas ante distintos ground-
truth. Para medir el desempeiio, se tuvieron en cuenta métricas como el error absoluto de
las estimaciones del ATE y el RMSE de las predicciones del ITE, asi como el coverage de
los intervalos de confianza, una métrica ampliamente utilizada en este campo.

Dentro de los margenes de factibilidad, se puede concluir que este trabajo ofrece un andlisis
ordenado y técnicamente fundamentado de modelos de inferencia causal que hoy ocupan
un lugar central en la literatura.

99
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6.2. Trabajo a futuro

Esta tesis deja abiertas diversas posibilidades para profundizar el analisis y ampliar los
alcances de las conclusiones obtenidas. Si bien se logré cumplir con los objetivos planteados
dentro de los margenes de factibilidad del proyecto, existen aspectos metodolégicos y
experimentales que podrian enriquecerse en futuras investigaciones.

Sobre el modelo BCF y su implementacién

Una de las principales limitaciones estuvo dada por la implementacion del modelo Bayesian
Causal Forest utilizada (3.3.1). En este trabajo se opté por una versién simplificada del
modelo, con menor flexibilidad en términos de pardmetros y sin acceso directo a funciones
de ajuste fino que estén presentes en el articulo original del modelo [28].

Si bien el paquete utilizado fue desarrollado por los mismos autores, es posible que la
implementacién del paquete bcf permita explorar mucho mejor el potencial del modelo,
especialmente en la estimacién de efectos heterogéneos, ya que este paquete si permite
la generaciéon de miultiples cadenas MCMC. Se atribuye el bajo desempeno de BCF a las
pocas cadenas generadas, en contraposicion con BART, que con més cadenas paralelas
obtuvo mejores estimaciones.

Por otro lado, la documentacién del paquete no especifica cémo se realiza la estimacién
interna del propensity score (que, como se mencioné anteriormente, no deberfa ser realizada
por el modelo tal como fue planteado originalmente, sino ser recibida como un pardmetro
de entrada, pero el paquete tampoco permite esto). La estimacién generada podria ser muy
pobre, lo que opacaria la ventaja de contar con el propensity score poniendo al modelo
por detrds de BART que no cuenta con esta caracteristica. Esto es contrario al resultado
observado en las competencias ACIC, donde BCF tenia una notoria ventaja sobre BART
en la estimacién de efectos causales.

Sobre la ampliacién de datasets y escenarios

Una linea natural de extension consiste en evaluar los modelos en un mayor nimero y
variedad de datasets.

En particular, aplicar los modelos a datos observacionales reales (més alla de simulaciones
controladas) permitirfa observar su comportamiento ante problemas como la violacién
del supuesto de ignorabilidad, la presencia de variables confusoras no observadas, y la
existencia de estructuras de dependencia més complejas.

También podria profundizarse la simulacién de escenarios mas desafiantes, por ejemplo
incorporando un mayor numero de variables de confusién, mecanismos de asignacién de
tratamiento mas sofisticados o relaciones no lineales mas abruptas entre covariables y
efectos.

Sobre la dificultad inherente a la inferencia causal

Es importante destacar que la estimacién del efecto causal verdadero es, en la mayoria
de las ciencias empiricas, una tarea altamente desafiante. A diferencia de problemas pu-
ramente predictivos, donde el ground-truth puede observarse directamente, en inferencia
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causal el contrafactual es por definicién inobservable, lo cual introduce una fuente estruc-
tural de incertidumbre. Esto implica que toda evaluacién depende fuertemente del disefio
del estudio, la calidad de los supuestos y la selecciéon de variables relevantes.

Este hecho refuerza la necesidad de combinar enfoques estadisticos sélidos con conocimien-
to sustancial del problema bajo estudio, asi como de utilizar multiples modelos y métricas
para validar resultados y comprender su sensibilidad.

Sin embargo, cabe preguntarse: ;jhasta dénde llegan realmente las limitaciones en
la inferencia causal? En la préxima seccién se comparten algunas reflexiones en torno
a esta pregunta central, clave para comprender como se abordan —y con qué grado de
certeza— los problemas de estimacion causal.

6.3. Reflexiones sobre el area de inferencia causal

En los dos primeros capitulos de este trabajo se han discutido algunos aspectos importan-
tes del area de la inferencia causal. En particular, se subrayé la importancia que tiene en
todas las ciencias empiricas la correcta evaluacion de teorias causales alternativas. A pe-
sar de ello, el elevado costo computacional asociado a calcular el posterior de los modelos
P(Modelo|Datos) ha hecho que esta tarea sea todavia un aspecto marginal en la literatura
de inferencia causal. Por este motivo, la disciplina actualmente esta limitada casi exclusi-
vamente a la estimacién de efectos causales entre una causa y un efecto. En esta seccién se
busca reflexionar sobre la importancia de conocer la realidad causal subyacente, evaluando
los modelos causales alternativos, incluso para este tipo de estimacién de efectos causales
pares de variables.

Primera limitacién: antes de evaluar efectos causales

La necesidad de conocer la estructura causal subyacente es fundamental antes de comenzar
el proceso de estimacién de efectos causales entre el tratamiento y la variable objetivo.
Cual es el conjunto de variables que eliminan correctamente las correlaciones espurias de
los datos observados depende de la estructura causal subyacente oculta en la cual estan
inmersas las variables tratamiento y objetivo. Debido a que no es posible computar el
posterior de los modelos, el area de inferencia causal se ha visto obligada, en el mejor de
los casos, a proponer estructuras causales basadas en el conocimiento experto, y tomarlas
como verdades reveladas, asumiendo que son verdaderas (a pesar de la incerteza) para
poder definir el conjunto de covariables de control.

En las competencias de datos de la ACIC, la discusién respecto a la seleccién de variables
de control queda absolutamente fuera del alcance. Alli ni siquiera se transita el camino
obligado en cualquier andlisis de inferencia causal basado en datos observados sin inter-
venciones, en el que se requiere proponer una estructura causal para justificar las variables
de control elegidas. En las competencias de datos no se propone ninguna estructura cau-
sal subyacente. En todos los casos, las simulaciones de las variables objetivo a partir de
las covariables reales se disenan siempre para garantizar que ellas funcionen como buenos
conjuntos de control.

Hoy, gracias a los descubrimientos del drea de la inferencia causal, se sabe que para estimar
efectos causales entre un tratamiento y un objetivo es necesario conocer el contexto (la
estructura causal) en la que se encuentran ese par de variables. Posiblemente existan
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algunas heuristicas, soluciones parciales, que sean utiles en términos practicos. En efecto,
existe una creencia muy extendida que afirma que a medida que se agregan mas variables
en el conjunto de control mayor chances hay de que ese conjunto cumpla con el criterio de
ignorability que se considera necesario para evaluar el efecto causal. En el libro Introduction
to Causal Inference: a Machine Learning Perspective [12], Brady Neal argumenta que no
siempre se puede asegurar que no haya confusién en los datos observacionales, pero ajustar
por muchas covariables ayuda a aproximar la validez causal'. Estas ideas aparecen incluso
en el articulo de Hill 2011 [17]?.

En efecto, si fuera posible medir todas las variables de la estructura causal subyacente de
interés, condicionar sobre todas las variables presentes en los caminos backdoor siempre
garantizaria el cumplimiento del criterio de ignorability. Sin embargo, si alguna de esas
variables forman parte del camino frontdoor, la estimacién del efecto causal no serd co-
rrecta, pues se estarian cerrando los caminos causales a través de los cuales el tratamiento
impacta sobre la variable objetivo.

Condicionar sobre todas las variables presentes en los caminos traseros siempre hace que
el tratamiento sea independiente de los contrafactuales, que es lo que se quiere (cerrar
backdoor), pero también puede hacer que el tratamiento sea independiente de la variable
factual, que es lo que no se quiere (cerrar frontdoor). Es decir, se hace ineludible la obli-
gacion de reflexionar y distinguir al menos cudles son las variables que forman parte del
backdoor y cudles forman parte del frontdoor en la estructura causal subyacente oculta,
evitando agregar las variables del frontdoor en el conjunto de variables de control.

Distinguir entre variable backdoor y frontdoor es un método efectivo para determinar el
conjunto de variables de control, solo en los casos en los que se cuente con la capacidad
de medir todas las variables del backdoor. Pero con que no se pueda medir una unica
variable del backdoor, el método puede dejar de ser efectivo y nuevamente se visibiliza la
obligacion de conocer la estructura causal subyacente para decidir qué variables incluir
en el conjunto de control. Por ejemplo, en el segundo capitulo de esta tesis se exhibid
una estructura causal en el camino backdoor se encuentra cerrado por la presencia de un
collider, haciendo que el conjunto vacio sea un conjunto de control bueno para cortar las
correlaciones espurias (Figura 2.16). En ese contexto, agregar una variable al conjunto de
control puede ser contraproducente, pues si esa variable es el collider se estaria abriendo el
flujo de asociacion backdoor, generando correlaciones espurias que no existian previamente
en los datos.

En teoria, la aplicacion estricta del sistema de razonamiento en contextos de incertidumbre
permite evaluar correctamente los argumentos causales alternativos. Si se contara con
la capacidad de intervenir en ciertas variables, rdpidamente seria posible distinguir cual
es el estructura causal subyacente oculta, pues la ventaja de los modelos causales es la
preservacion de su capacidad predictiva a diferentes cambios de contextos. A través de la
Entropia de Shannon (Ecuacién 1.6) es posible deducir que el modelo que mejor predice
es el que mejor se corresponde con la estructura causal subyacente.

! “We often cannot know for certain if conditional exchangeability holds. There may be some unobserved
confounders [...], it is something that we must always be conscious of in observational data. Intuitively, the
best thing we can do is to observe and fit as many covariates [...] to try to ensure unconfoundedness”

2 «“The ability to include many potential confounding covariates as predictors can be quite helpful when
trying to satisfy ignorability. [...] (for a study that conditions on a huge number of covariates to justify
ignorability and still is critiqued for not including enough, see Bingenheimer, Brennan, and Earls 2005)”
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En la préctica, aproximar la aplicacion estricta de las reglas de la probabilidad para
computar el posterior de los modelos dado los datos, P(Modelo|Datos), suele ser compu-
tacionalmente costoso por lo que todavia el drea de inferencia causal no es capaz de calcular
correctamente la incertidumbre asociada a los argumentos causales alternativos en base a
la evidencia. Esta es la primer gran limitacion que tiene actualmente la inferencia causal
como disciplina. Incluso antes de evaluar el impacto entre un tratamiento y un objetivo es
necesario evaluar los argumentos causales alternativos para determinar qué conjuntos de
control eliminan la correlacién espuria de los datos observados sin intervenciones.

Segunda limitaciéon: después de evaluar efectos causales

Como se menciond anteriormente, a pesar de que la evaluacion de argumentos causales al-
ternativos sea uno de los objetivos méas importantes comunes a todas las ciencias empiricas,
el elevado costo computacional asociado a la evaluacion del posterior de los modelos dado
los datos P(Modelo|Datos) ha hecho que la disciplina de inferencia causal haya tenido que
restringirse a la evaluacién de efectos causales entre pares de variables: el tratamiento y
el objetivo. En la seccién anterior se han discutido las dificultades que se generan para la
estimacién de efectos causales cuando se desconoce la estructura causal subyacente.

Ante esta dificultad, cuando se desconoce la estructura causal subyacente, los experimentos
aleatorizados aparecen como la tUnica alternativa que garantiza estimar efectos causales
correctamente. En este contexto el tratamiento se selecciona realmente de forma aleatoria,
sin tener en cuenta absolutamente ninguna de las causas que motivan naturalmente la
seleccion del tratamiento. Los experimentos reales, sin embargo, no suelen ser experimentos
ideales: la asignacién del tratamiento puede ser aleatoria simplemente al interior de un
subgrupo que requiere tal intervencion; o la intervencién puede no ser perfecta, modificando
el valor de otras variables no intencionalmente; o la intervencién es perfectamente aleatoria
pero su cumplimiento no; entre otras posibles complicaciones.

A pesar de todas las posibles complicaciones que pueden tener los experimentos aleatori-
zados reales, en esta seccién se supondrd que la estimacion de efecto causal es correcta.
Si ese fuera el caso, se contaria con la capacidad de evaluar efectos causales correctamen-
te sin conocer en absoluto la estructura causal subyacente en la cual estdn inmersos el
tratamiento y el objetivo. Lo que se busca discutir en esta seccién son las limitaciones
que tienen los estudios de efectos causales (sin modelos causales) en el paso posterior a la
estimacion.

En el dltimo articulo cientifico publicado por Martin Rossi, profesor de inferencia causal en
la Universidad de San Andrés y Secretario de Desregulacién del actual gobierno, se analiza
una politica publica de asignacién aleatoria de subsidios para la adquisién de vivienda en
Argentina [37]. La conclusién principal del trabajo The unintended effect of Argentina’s
subsidized homeownership lottery program on intimate partner violence afirma, en resumen,
que la asignacién del subsidio para la adquisién de viviendas a mujeres en pareja produjo
un aumento en la violencia de genero producida por su pareja’.

3 “We study a natural experiment in Argentina, where low-income women were selected through a
lottery system to receive a house and a heavily subsidized long-term mortgage. We exploit the random
assignment to estimate the causal link between subsidized homeownership programs and intimate partner
violence (IPV). [...]. We find that the program causes an increase in IPV for women under
joint-ownership contracts”
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Si bien este resultado puede resultar contraintuitivo, como se ha mencionado, en esta sec-
cién no se discutird la validez de la estimacién del efeccto causal, suponiendo que el resul-
tado es correcto. En efecto, el resultado no es sorprendente para las teorias antropolégicas
sobre las estructuras elementales de la violencia [38], que identifican la obligacién social
denominada “mandato de masculinidad” de exhibicién ptublica de poder en cualquiera
de sus formas (intelectual, econémica, sexual, fisica, etc) como condicién para adquirir y
renovar el estatus de hombre. Se podria discutir aqui en mayor detalle el modelo causal
general propuesto en el libro de Segato [38]. Sin embargo, la evaluacién de efectos causales
a través de experimentos aleatorizados se caracteriza justamente por prescindir de todo
modelo causal.

El problema que se busca senalar aqui es que incluso una correcta estimacién del efecto
causal no es suficiente si no se cuenta con un modelo causal que permita comprender el
contexto en el cual se produce tal relacién causal. Luego de verificar que la asignacién del
subsidio para la adquisicién de viviendas produce un aumento en la violencia de contra
la mujer, jqué decisién se deberia tomar? ;Habria que dejar de asignarle el subsidio a la
mujeres en pareja? jAyudarlas a separarse antes de adquirir el subsidio? ;Esperar a que
haya violencia por parte de la pareja antes de ayudarla a separarse? ;Tiene sentido alguna
de estas ideas?

Sin un modelo causal que sirva de contexto para el efecto causal no es posible tomar
decisiones. Esta es la segunda limitacién de la disciplina de la inferencia causal actual.
No sélo es necesario evaluar modelos causales antes de sacar conclusiones causales en
datos observados sin intervenciones. Luego de lograr estimar correctamente el efecto causal
también se necesitan modelos causales para poder tomar decisiones.

Futuro de la inferencia causal

La inferencia causal actual estd enfocada tnicamente en la estimacién de efectos causales
entre pares de variables, prescindiendo de la evaluacién de los argumentos causales alterna-
tivos. Esta es en si misma una limitacién de la disciplina, pues el objetivo mas importante
de todas las ciencias empiricas es la evaluacién de la teorias alternativas dada la evidencia
como un todo. En las dos secciones anteriores se buscé senalar que, incluso restringida a la
estimacién de efecto causal entre pares de variables, sigue vigente la necesidad de evaluar
modelos causales.

Es necesario evaluar modelos causales antes de estimar el efecto causal en datos observados
sin intervenciones para poder determinar cudl es el conjunto de variables de control que
cortan las correlaciones espurias que se transmiten por el backdoor, sin cortar los efectos
causales que se transmiten por el frontdoor. Y se necesita evaluar modelos causales después
de estimar efectos causales para poder tomar decisiones.

Por ese motivo se argumenta que el futuro de la inferencia causal depende en gran medida
del desarrollo de métodos eficientes de inferencia que permitan computar el posterior de
los modelos dados los datos, es decir, P(Modelo|Datos).
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